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1 Introduction 



Notre but ici est de donner un analogue du théorème 2 de [Fa2] dans le cas 
particulier où la variété abelienne A est une courbe elliptique et la sous-variété 
E de A est réduite au point à l'infini de cette courbe elliptique (voir ci-dessous). 
L'intérêt est de fournir une preuve plus élémentaire (utilisant les polynômes au lieu 
des sections) et en plus donnant une estimation explicite pour le nombre de points 
exceptionnels en question. 

Soit K un corps de nombres, A une variété abelienne définie sur K et E une K- 
sous-variété de A. Soit aussi w une place de K, pour x e A(K), on peut définir 
sa hauteur multiplicative H{x) (après avoir choisi un diviseur ample sur A) comme 
on peut définir aussi la distance îw-adique d^{x,E) de x k E (voir §2). Rappelons 
d'abord le théorème 2 de [Fa2] : 

Théorème (G. Faltings) Pour tout e > et pour presque^ tout point K -rationnel 
X e A- E on a : dw{x,E) > H{x)~^ . 



2 Notations et résultats 

Soit E '^'^2 une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K, plongée 
(à la Weierstrass) dans l'espace projectif P2 et d'équation projective : 

Y^Z = _ g^xz'' - gsZ^ (52, 53 e K) , 

nous prenons le point à l'infini 0, représenté dans P2 par les coordonnées (0,1,0), 
comme élément neutre de E. Soit aussi E la courbe afiine E := En {Y 7^ 0} qu'on 
peut plonger dans A2 grâce au morphisme : 

tt: È — > A2 

Tr{Ë) est alors d'équation : G{X. Z) = avec G{X, Z) := Z + g2XZ'^ + gsZ^ - 4X^. 
Posons aussi Â{X,Z) := ^{X,Z) = ig^Z'^ + 2,92^^ + 1, G et À sont donc des 
polynômes de K[X,Z]. Par ailleurs notons respectivement par A{E) et A{E) les 
anneaux de coordonnées de E et E, par K{E) et K{E) les corps de fractions de 
A{E) et A{E) et par K{E)q les éléments homogènes de degré de K{E). 
Maintenant, pour toute place v de K,on note par et m„ les deux réels positifs : 

M„ := max{l, I 52 |„, I 53 |„} 
m„ := logM^ 

et par r] le réel positif : 

veMK ^ ' 

On note aussi par Cy la constante absolue : 



si V est finie 
16 si î; est infinie 



Si P est un polynôme à une ou plusieurs indéterminées à coefficients dans K, 
désignons par Hy{P) (resp Ly{P)) le maximum (resp la somme) des valeurs ab- 
solues u-adiques de tous les coefficients de P. Si de plus P est non identiquement 

^Le mot presque veut dire ici "à l'exception d'un nombre fini de points". 
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nul, on désigne par hy{P) et £v{P) les deux nombres réels : 

K{P) := log H,{P) 
:= logL.(P). 

Plus généralement, si F = {Pi)iei une famille finie de polynômes à une ou 
plusieurs indéterminées, à coefficients dans K et non tous identiquement nuls, on 
désigne par Hy{F), Ly[F), hy{F) et £y{F) les nombres réels : 



Hy{F) 


:= max Hy{Pi) 
iei 




Ly{F) 


:= maxLyiPi) 




hy{F) 


:= maxhy{Pi) = 


logHy{F) 




:= max£y{Pi) 
■ 


logLy{F) 



et on entend par hauteur de Gauss-Weil de F le nombre réel : 

En voici dans ce qui suit quelques propriétés qu'on utilisera souvent dans ce qui va 
suivre. 

Quelques propriétés des hauteurs et longueurs locales : 

Soient Pi, . . . , P„ (n G N*) des polynômes de K[Xi, . . . , Xa] {d € N) et Q un 
polynôme de K[Yi,. . . y„]. On a : 

1) Pour toute place finie v de K : 

Hy{Pi + • • • + P„) < max Hy{Pi), 

l<i<n 
n 

Hy{P,...Pn)<llHy{Pi). 

i=l 

2) Pour toute place infinie v de K : 

n 

Hy{Pi + • • • + P„) < nHy{{Pi, P„}) < n]J max{l, Hy{P,)}, 

i=l 

n—1 n 

Hy{Pi . . . p„) < n ^(p^)- n ^"(^i) 



i=l i=l 



(où on a noté Af l'application associant à tout polynôme -à coefficients com- 
plexes et en un certain nombre d'indéterminées- le nombre de monômes inter- 
venant dans son écriture canonique). De plus : 



Ly{Pi + --- + Pr,)<J2Lv{Pi), 
i=l 
n 

Ly{P,...Pn)<l[Ly{Pi). 
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3) Si V est une place finie de K : 

n 
i=l 

et si V est une place infinie de K : 



i=l 

4) Pour tout a = {ai, . . . , an) € N" et toute place v de K : 



si V est finie et : 



si V est infinie. 



On désigne, par ailleurs, par dist„ la distance projective u-adique sur W2{K) 
définie de la manière suivante : 

Pour tous points p et q de P2 (K) représentés respectivement par les deux systèmes 
projectifs de : p= {po,Pi,P2) et q= (ço, 9i, 92), on définit : 

. X _ max(| pogi - gopi 1^, I pog2 - qoP2 |„, | Pig2 - qiP2 U) 
aist^(^p,qj . — ,. , . Il I , ,. Il II I , . 

max(|po l,\Pi U>|P2 U)-max(| go | çi 52 \J 

Cette distance dist„ a les deux particularités intéressantes suivantes : 

i) Vx € ]P2{K) on a : dist„(x,0) < 1, 

ii) Vx e F2{K) on a : 

dist„(x, 0) < 1 ^ X G F2iK) \ {F = 0} et si x = (x, 1, z) G est un 

représentant de x alors dist„(x, 0) = max(| x \^,\ z |^) . 

En effet, lorsque x = {x,y, z) G est un représentant d'un point x de Y2{K), on 
a bien : 

dist.(x,0)= T^'l^'"''l'h\ V 
max(| x\^,\y \^,\ z |^) 

Cette dernière identité entraîne immédiatement les deux propriétés i) et ii) précé- 
dentes pour la distance distt,. 
Nos résultats principaux sont les suivants : 

Théorème 2.1 (Premier théorème principal) Soit E une courbe elliptique définie 

sur un corps de nombres K de degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation 
projective Y^Z = 4X'^ — g2XZ'^ — gsZ^ {92, gs € K) et d'élément neutre (en tant 
que groupe) le point à l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives 
(0:1:0). On désigne par r le rang de Mordell-Weil de E(K) que l'on suppose non 
nul. Soient aussi S un ensemble fini de places de K, my,Cy {v G Mk) et rj les réels 
positifs définis précédemment et {^v)y^s ''"^ famille de réels positifs satisfaisant : 
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Soit enfin e un réel strictement positif < ysTss' ^^"'"■^ l'ensemble des points x de 
E{K) satisfaisant le système d'inégalités simultanées : 

disty{x, 0) < exp|— At, (^eh{:ic) + 56(77 + 5)e^"^^'°sii°s = i 2my — cj^ {v G S) 
est de cardinal majoré par : 

34e-i/2|iog£|3/2^jQgHQgg|^-i/2 499£-i/2gxp(^^|loge| .log|loge|) ^ 

Théorème 2.2 (Deuxième théorème principal) Dans la situation du théorème 
\2.1l en remplaccant l'hypothèse e < yg^gg par e < e^^^"^ ; l'ensemble des points x de 
E(K) satisfaisant le système d'inégalités simultanées : 

disty{x, 0) < exp|-A„(£/i(x) + (ry + 5)e(îliog^l+2)(iog|ioge|+iogr+i6)^ _ _ ^^j g ^) 

est de cardinal majoré par : 

2r2e-i/2| loge |2(logr + log| loge] +82) (499e"i/2 



Théorème 2.3 (Troisième théorème principal) Sous les mêmes hypothèses que 
le théorème \2.1\ et en désignant de plus par E{K)^q^ le sous-groupe des points de 
torsion de E{K), par h la hauteur de Néron-Tate sur E définie au paragraphe ^13.3 
et par /imin la plus petite valeur non nulle des hauteurs de Néron- Tate des points de 
E{K) ; l'ensemble des points x de E{K) satisfaisant le système d'inégalités simul- 
tanées : 

dist-u{x,0) < exp {— Ai,e/i(x) — 2m« — c^} {v € 5) 

est de cardinal majoré par : 



%E{K) 



tor\ 



, . 1 1 92 
15(?7 + 4)2e 2 logiiog. 



+ 34£-i/2|loge|^/'(log|log£|) 



-1/2 



499e ^/^exp(^v^|loge| .log|log£ 



Corollaire 2.4 (du théorème 12. l|l Soit E une courbe elliptique définie sur un 
corps de nombres K de degré D, plongée dans P2 à la Weier strass, d'équation pro- 
jective Y^Z — AX'^ — g2XZ^ — g^Z^ (32,53 G K) et d'élément neutre (en tant 
que groupe) le point à l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives 
(0:1:0). Soient aussi r le rang de Mordell-Weil de E[K) que l'on suppose non nul, 
S un ensemble fini de places de K et e un réel strictement positif < ■ Alors, 
l'ensemble des points x de E{K) satisfaisant l'inégalité : 



l[dlsty{^,0)W < e-eMx)-57(,+5)s- --.|>o.. 
v<£S 



est de cardinal majoré par : 

a/2 



34.5' 



card{S) 



log 



3/2 



log log 



-1/2 



1/2 



499 - exp Jlog - log log - 
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Corollaire 2.5 (du théorème 12. 2|l Dans la situation du corollaire \2.4[ en rem- 
placcant l'hypothèse e < j^fôE ^ — ^^^^^ > l'ensemble des points x de E{K) 
satisfaisant l'inégalité : 



Jl rf2si„(x,0)T*t^ < exp|-e/i(x)- (7/ + 5)e(îli°s'^l+2)(i°s|iog'^l+iog'-+i7)| 



est de cardinal majoré par : 



2 5card(S)^2y||^lQg 



-\\ ("logr + loglog^") +82^499^^ 



Corollaire 2.6 (du théorème 12. 3|l Sous les hypothèses du corollaire \2.4\ l'ensem- 
ble des points x de E{K) satisfaisant l'inégalité : 

ves 



est de cardinal majoré par : 



15(77 + 4): 



1 I 92 \r 



+34(|Y(log(^ 



loglog 



499 ( expL/logQj loglogQ 



Avant de se lancer dans les détails, décrivons grosso-modo les différentes étapes 
nous permettant d'aboutir aux résultats : 

Nous commenccons (§3 qui suit) par paramétriser E au voisinage d'un point quel- 
conque [x : y : z) d'une certaine carte de S, en prenant ^ = ^ comme paramètre 
et en exprimant ^ comme fonction entière en t. Au §4 nous introduisons un en- 
tier TO > 2 et des entiers strictement positifs ai, . . . ,am-i, à l'aide desquels nous 
plongeons E™ dans iï™ x E™-~^ comme suit : 



(xi 



1 -^m 



(xi, . . ■ , ^mi Oj\X\ ^mi ■ 



-l-^m— 1 '^m) 



puis nous plongeons E™ x dans (plongement de Weierstrass) et nous 

appelons Lpa_ le plongement composé. Nous calculons au lemme 2.4.1 -en utilisant 
le théorème de Wirtinger- les différents multidegrés de LpaiE"^). Nous déduisons 
naturellement de la paramétrisation locale de E, une paramétrisation locale fia 
de (pg_{E"^) ^ P2™~"'^ sur une certaine carte a contenant {0}^™ ^. Nous avons 
besoin pour cela d'un système complet de familles de formes représentant l'addition 
sur E, lequel est donné dans [La- Ru], et d'une famille de forme représentant la 
multiplication d'un point de E par un entier positif donné. Pour cette dernière, 
nous n'avons pas trouvé de référence donnant des estimations totalement explicites 
des degrés et hauteurs de ces formules, nous avons donc repris les calculs en suivant 
[La3], ce qui nous a amené au théorème 2.13.2 (formulaire). Nous avons défini des 
opérateurs de dérivations 9^'1' - '*'")(îi, . . . , z,„ G N) sur l'anneau des coordonnées 
de (pa{E™) tels que pour toute forme Pi sur ipa{E"^), l'annulation du coefficient 
uY ■ ■ (où Ui, . . . ,Mm sont Ics paramètres) dans la série f2a(Pi) en un certain 
point équivaut à l'annulation de la forme c}(*i'- -*'")p^ au même point. Nous estimons 
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ensuite dans le corollaire 2.5.2 les degrés et hauteurs des dérivées d'une forme donnée 
sur ipa{E"^), en fonction du degré et de la hauteur de cette forme et de E. Au §6 
nous introduisons des paramètres positifs < eo < 1/2, £i > et (î € N* (destiné à 
tendre vers l'infini) avec sqS € N* assez grand et : 

m! V3y £o(m + £o)(l + £o)'"-' " 2" ^ ' 

Nous construisons par le lemme de Siegel usuel, une forme non identiquement nulle 
P sur (fgJ^E"'') de multidegré {eoSaf, . . . ,eoSa'^,6, . . . ,S), s'annulant en {0}^'" ^ 
avec une multiplicité définie par le dessous d'escalier de N™ : 



Ts 



:=|(ri,...,T„)eN-/^ + ... + ^ + ^<7£i4 
l ai a^_i m-1 J 



et qui soit de hauteur <C ôai (où dans tout ce qui suit <C veut dire inférieur ou égal 
à une constante multiplicative près qui ne dépend que de E). 

En effet, dans le système linéaire de Siegel, les inconnues sont les coefficients de la 
forme P à construire et le nombre d'équations est égal au cardinal de l'ensemble 
Ts. Le nombre d'inconnues est alors la valeur de la fonction de Hilbert de l'idéal 
3{(pa{E"^)) en (eaSaf, . . . ,eoSaf^j,S, . . . ,S) ; comme S et eoS sont supposés assez 
grands, cette valeur coïncide avec la valeur d'un polynôme de QI^d • • • , • • • ) 

YLm-i] i^oSai, . . . , SoSa^, 5, . . . ,ô) dont la partie homogène dominante est con- 
nue explicitement en fonction des multidegrés de Lpa{E"^) lesquels sont calculés par 
le lemme 2.4.1. On estime le nombre d'inconnues, puis ^Tg est grossièrement estimé 
par volT^, qu'on calcule facilement, et afin d'apphquer le lemme de Siegel, on vérifie 
grâce à (2') que le nombre d'équations est strictement inférieur au nombre d'incon- 
nues. 

Au §7, nous introduisons un nouveau paramètre < a < 1 et des points xi, . . . ,Xto 

de E(K), ordonnés par ordre croissant de leurs hauteurs, que nous supposons con- 
tenus dans un petit cône d'angle < arccos(l — a/4) de l'espace euclidien E{K) 
et de hauteurs assez espacées. Nous posons ai := [|xm|/|xj|](i = l,...,m) de 
sorte que les points = a^x; — Xm(i = l,...,rri — 1) soient de hauteurs assez 
petites en comparaison avec les points x^ (la géométrie euclidienne nous donne 
plus précisément h{yi) < a{afh{xi) + h{xm)))- Nous posons x = (xi,...,Xm) et 
y = (xi, . . . ,x„, ,yi, . . . ,y„,,-i) et nous considérons la forme translatée tI^P de 
notre forme P construite au §6, par le point —y. Celle-ci s'annule en y avec la 
multiphcité définie par le dessous d'escaher et nous pouvons estimer les degrés 
et les hauteurs des formes dérivées nous supposons que les 

paramètres eo,£i et a sont liés par la relation : 

4m(£o + 2a) <££!, (1') 

Nous introduisons un ensemble fini S de places de K et {^v)y^s ™^ famille de réels 
positifs satisfaisants : 



-A^ = 1. 



Nous supposons que les points Xj satisfont le système d'inégalités simultanées : 

Vv e s, (i„(xi, 0) < e-^"^''("'), (S.S) 

qu'ils sont contenu dans un petit cône d'angle < arccos(l — q;/4) de E{K) ®i R et 
que /i(xi) ^ j^. Dans l'extrapolation, l'hypothèse principale (S.S), l'hypothèse (1') 
et l'hypothèse /i(xi) ^ entraînent que la forme t*_^P s'annule en (0, ... , 0) avec 
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la multiplicité définie par le dessous d'escalier r5/2 (ceci se démontre en comparant 
les coefficients des deux séries T^yP{xi, . . . et TtyP{Q, • ■ ■ ,0) et en utilisant la 
formule du produit pour cliaque coefficient de la série T^yP(0, ■ • • ,0) correspondant 
à un exposant i G Tg^2)- Of; ceci est équivalent à dire que notre forme P s'annule 
en (—y) avec la multiplicité définie par le dessous d'escalier Tg^2- Et, en retirant P 
en une forme Q sur E"^, Q s'annule en (— x) avec la même multiplicité et de plus 
h{Q) <C Saf. Au §9 nous arrivons à ce que nous appelons "inégalité à la Vojta" ; en 
supposant de plus que les points xi , . . . , Xm sont de hauteurs un peu plus grandes 
^(xi) > (Gm^/ei)™ et sont un peu plus espacés /i(xi) ^ m(6TO^/ei)™/i(xi_i) (cette 
condition d'espacement de hauteurs donne l'hypothèse principale du théorème du 
produit, puisque les sont inversement proportionels aux hauteurs des points x^) 
et en appliquant le théorème du produit de liFar , on obtient une contradiction avec 
le fait que /i(xi) soit assez grand. Nous déduisons alors le théorème 2.9.1 qui anonce 
que pour eo,£i et a des réels positifs satisfaisant les contraintes (1') et (2') et pour 
des points Xi, . . . ,Xm contenus dans un petit cône d'angle < arccos(l — a/4), de 
hauteurs : ^ 

^(xm) > ••• > ft-(xi) > (6m^/£i)™ et satisfaisant le système simultané (S. S), on 
a l'une au moins des inégalités : h{xi) < m(6m^/£i)™/i(xi_i). Après cela, nous 
choisissons les paramètres £o, ei et a en fonction de e et m de faccon à satisfaire les 
contraintes (1') et (2'). A une constante absolue (< 1) multiplicative près on prend : 

m 1 m 

Sq ~ £™-i , £i ~ TO£™-i et a ~ £'"-1 et nous obtenons l'inégalité de la hauteur 
à la Vojta qui s'énonce : Pour xi, . . . ,Xm des points de E{K) contenus dans un 
petit cône de E{K) ®i M d'angle < arccos(l — 30976 ^"''^ ); Qui sont de hauteurs 
> (cie.m)™£~™-i (avec cte désigne une constante absolue) et satisfaisant (S. S), on 
a l'une au moins des inégalités (1 < i < m) : 

ft(x,) < (cie.m)'"£~^/î(xi_i). (I.V) 

L'inégalité de la hauteur à la Mumford est grosso-modo l'inégalité dans l'autre 
sens pour m = 2. Elle s'énonce : Pour xi et X2 deux points de E{K') contenus 
dans un petit cône de EiK') ®i R d'angle < arccos(l — £/8), qui sont de hauteurs 
^(^2) > /i(xi) 3> -j et qui satisfont (S. S), on a : 

/Î(X2) > + Mxi). (I.M) 

On obtient ce théorème (théorème 2.10.1) en suivant les mêmes étapes que pour 
le théorème 2.9.1, cependant la preuve est ici beaucoup plus simple du fait qu'on 
n'utilise ni le lemme de Siegel pour construire les fonctions auxiliaires, ni un lemme 
de zéros à la fin pour conclure. Voilà brièvement comment on fait : 
Nous procédons par l'absurde, nous supposons que xi et X2(xi ^ X2) satisfont 
toutes les hypothèses du théorème mais ne satisfont pas (I.M), ainsi le point y = 
Xi — X2 sera de hauteur très petite en comparaison avec Xi et X2 (plus précisé- 
ment la géométrie euclidienne nous donne /i(y) < | min{/i(xi), /i(x2)}). Soit D_ = 
{Do, Di, D2) une famille de formes représentant la différence sur E dans une cer- 
taine carte de E^ contenant {0} x {0} et {xi} x {X2}. Nous introduisons les deux 
fonctions auxiliaires sur E^ : 

Q2{X,,X2) ■=D2{mKi,X2),y) 
(où y désigne un représentant dans P2 du point y). 

Qi et Q2 s'annulent clairement en (xi,X2). Dans l'extrapolation, si on suppose que 
l'une des formes Qj{j = 1,2) ne s'annule pas en (0,0), en appliquant la formule 
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du produit au nombre non nul Qj(0, 0) de K et en tenant compte de (S. S), on 
aboutit à une contradiction avec le fait que h{y) est très petit relativement à /ï.(xi) 
et /i(x2). On en déduit que Qi et Q2 doivent s'annuler toutes les deux en (0,0), ce 
qui entraîne y = 0, puis xi = X2 qui est une contradiction. D'où le théorème 2.10.1. 
En mettant ensemble les deux inégalités (I.V) et (I.M), on a un décompte de l'ensem- 
ble des points de E[K) satisfaisant (S. S) se situant dans un petit cône de E{K)®iM 
et qui sont de hauteurs assez grandes. En effet, en supposant qu'on a £ tels points 
Xi, . . . , X£, ordonnés selon l'ordre croissant de leurs hauteurs, on partage ces £ points 
en m paquets de k points {k := [^35-], en oubliant éventuellement quelques un des 
derniers points) et on considère dans chacun de ces paquets le point de plus petite 
hauteur. On désigne ces derniers par yi, . . . ,ym- D'après le théorème 2.9.1, (I.V) 
est satisfaite pour un certain y^ (j G {2,..., m}) et d'après le théorème 2.10.1, 
(I.M) est satisfaite pour chaque point Xj tels que les points Xj et Xj_i soient dans 
l'intervalle [yj_i,yj]. Ainsi h(yj) est majoré et minoré en fonction de /i(yj_i) et 
cette comparaison donne une majoration pour k puis pour £. 

Pour conclure à nos théorèmes principaux (théorèmes 2.2.1, 2.2.2 et 2.2.3), nous 
recouvrons l'espace euclidien E{K) ®i M ~ M'' (où r est le rang du groupe de 
Mordell-Weil de E(K)) par un nombre fini de petits cônes, et pour faire le dé- 
compte des points de petites hauteurs de E[K^ satisfaisant (S. S), soit on affaibhe 

(S. S) de faccon à ce que le point soit l'unique point de E[K~) de petite hauteur 
sous (S. S) ou bien on compte tous les points à petite hauteur sans tenir compte de 
(S.S). 



3 Paramétrisation locale de E 

On paramétrise localement la courbe E en utilisant^es séries entières. Le théorème 
de Bézout montre que l'ensemble des points (ti, t-i) de E{K) pour lesquels A(ti,t2) = 
est fini et comporte aux maximum 6 pojiits. Ainsi la proposition qui suit fournit 
pour tout point général donné (ii,f2) de E{K) (c'est-à-dire pour tout point (ti,t2) 

de E{K) satisfaisant A(ti,t2) 7^ 0) une paramétrisation de E au voisinage de ce 
point (en spécialisant {X,Z) en {tiJ,2) dans le morphisme r ci-dessous). 

Proposition 3.1 II existe un monomorphisme d'anneaux : 
tel que : 

r{X)=X + t et r(Z) = Z + J2^r^/ 

où les d^ZJ. G N*, sont des polynômes de K[X,Z] satisfaisant pour T > 1 et pour 
toute place v de K : 

max(d°a^ ; £ = O,--- ,T) < ST - 1 

Kid^Z ; £ = 0,--- ,T) < 

Par conséquent pour tout T > 1 on a : 

h{¥z ■ l = Q,--- ,T) < (2T- l)(77 + 4). 

Démonstration. — On considère -durant toute cette démonstration- G et A comme 
des éléments de l'anneau de polynômes /r[^',T]. 



(2T — l)mv si V est finie 

{2T — l){mv -|- 4) siv est infinie 
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La relation liant X et Z (considérés comme éléments de A{E)) est évidemment : 
G{X, Z) — 0, donc pour que r soit un monomorphisme, il faut et il sufRt qu'on ait : 

G{t{X),t{Z)) = t{G{X,Z)) = 0, c'est-à-dire : G(X + i, Z + X;^! = «• Ce 

qui donne par le développement de Taylor : 

1 d'^+^G ' 



E 



(/ij)GN2\{(0,0)} 



h\3\ d^^dT^ 



= 0. 



En développant la série du membre de gauche de cette relation et en annulant 
chacun de ses coefficients, on obtient la relation : 



d'Z = - 



E 

(/lJ)eN^{(o,o),(o,l)} 

ki,...,kje'N* 
h+ki-\ \-kj=e 



~ 1 ri^+in -—^ 

A^'^+J-^ , , , , \ X, Z)d^^Z. . . df'^Z. (3.1) 



Cette dernière relation nous permet de calculer les polynômes d^Z de proche en 
proche. Par exemple, pour £ = 1, elle donne : 



9* 



12*^ - .gzT^ 



Grâce à la relation H3.1|l , on démontre aisément (par récurrence sur £) les estimations 
de la proposition lO] pour les degrés et les hauteurs logarithmiques w-adiques des 
polynômes d^Z, dans le cas où v est une place finie de K (remarquer que lorsque v 

est une place finie de K,on a: hy{A) < et y{h,j) £ : hy{j^ o^a^dT^ ) — ™f )• 
Pour obtenir l'estimation de la proposition 13.11 pour les hauteurs logarithmiques 
u-adiques des polynômes d^Z , quand v est une place infinie de K ; nous sommes 
amenés à utiliser un autre type de relation, qui est : 



djd^Z)^^ d{d^Z) dG^ 



dT 9* 



n (3-2) 



pour tout £ > 1. Cette relation s'établit en montrant d'abord par récurrence que si 
deux fonctions entières (sur un ouvert de C) Fi et F2 sont liées par une équation 
du type P{F,G) = 0, pour un certain polynôme P de C[\l/, T] vérifiant ^ ^ 0, 

alors on a jr^^ = fi{Fi,F2) pour tout ^ > 1, où {ft)iyi est la suite de fonctions 
de deux variables définie par : 



h = 



dP i dP 

a* / ax 



-/i(*,T)|^(vI/,T)j , V£>1 



Ensuite, on appHque ce fait aux deux fonctions Fi — t{X) = X + 1 çi, F2 = t{Z) 



en remarquant qu'on a : 
Posons maintenant, 



1 d'^r(Z) 

a dT(xy 



V^>1. 



._^dA_dGdA 
■~ a* 9* dT 
= 2452^"^ + 7253 Î-^T 
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Etant donné une place infinie de if et un entier positif ^ > 1, les majorations 
-citées au §2- de la hauteur Hy d'une somme, d'un produit de polynômes ou encore 
de dérivées de ploynômes, permettent d'estimer le deuxième membre de la relation 
113. 2|l en fonction de £, to„ et Hy{d^Z). On obtient : 



+ Hy (^1^) Hy (II) Hy{/\)M\^ + (21 ~ l) H y{d^Z) H y {R)M {R) 



1 

< 



[U- ï)Hy{d'''Z){3Myf.3+ {3e-l)Hy{d'^Z).l2My.3My.2 



£+1 

+ i2e - l)Hy{d^).72M^A 
< {2,QMyfHy{¥z), 



(3.3) 



où dans cette série d'inégalités, on a désigné par N l'application associant à tout 
polynôme, le nombre de monôme intervenant dans son écriture canonique. De 
plus, ona majoré Hy{d{¥z)ld^) et Hy{d{¥z)/dT) par d°¥z.Hy{¥z) < (3£ - 
l)Hy{d^Z) (d'après l'estimation de la nronosition 13.11 -déia démontrée- pour les 
degrés des j)olynômes d'^Z), Hy(K) par 3M„, Hy{dG/d-^) par 12M^,, Hy{R) par 
72M2, A/'(A) par 3, A/'(5G/9î') par 2 et M{R) par 4. 

Par suite, comme : Hy{d^Z) — Hy{12"^^ — g2^^) < 30M„, la récurrence sur £, 
utilisant (|3.3|l . donne : 

Hy{d^) < (SOMyf^^^ (V^>1). 

En prenant finalement les logarithmes des deux termes de cette dernière inégalité 
et en majorant log30 par 4, on aboutit à l'estimation restante de la nronosition l3.1l 
Ce qui achève cette démonstration. ■ 
Avertissement. — On posera pour tout ^ G N, 

fie) := max(0,2^-l) et 5(£) := 2/(^) - f = max(0, 3^ - 2). 

, r X si ^ = 

On posera aussi d^{X) = < 1 si £ — 1 et d'^Z ~ Z. La nronosition 13. Il d onne 

[ si ^ > 2 

alors : 

riX) = Y^d^Xt^ et r[Z) = Y.i^/- 

£=0 fcO ^ 

Avec toutes ces notations on peut énoncer : 

Corollaire 3.2 Pour tout monôme m := X^^Z"^ on a : 

f (m) = y i^t^ 

avec d^m G k[X, Z] (pour tout t Çz'H). De plus, pour 5 G N, T G N* et v une place 
de K on a : 

max {d°d^ ; d°m < 5 , £ = 0, . . . , < ST + ^ - 2 



12 



2m,yT si V est finie 

2(m„ + 6)r + 5 si V est infinie 

Par conséquent pour tout (5 G N ei T G N* on a : 



K ; d°m<ô , i = 0,...,T^ < 



h (a% ; d°m<ô , £ = 0,...,Tj < 2{ri + 6)T + ô. 
Démonstration. — On a m := X^^Z"^ donc d'après la nronosition l3.ll : 



f (m) = rixrnzr = ix+ tr ( £ ^) 



a2 



Le développement de cette dernière expression donne une série en t qui s'identifie à 

A/ 



la série I^^^q Tmî^ P^^^ ■ 



{V£ > 0), où la somme porte sur tous les uplets (fn, . . . ,^iqi,^21, • ■ • ,^202) de 

N«i+"= satisfaisant £11 + h iia^ + ^21 H h ^2^2 = ^ et ^n, . . . S {0, 1}. 

Ces derniers d^m sont effectivement des polynômes de K[X,Z] dont on estime les 
degrés et hauteurs grâce à la proposition 13.11 On obtient ainsi les estimation du 
corollaire 13. 21 ■ 



4 Plongements éclatants 

Dans tout ce qui suit m > 2 désignera un entier positif. Pour tout a = (ai , . . . , a^) 
G N™ avec ai > 1, ... , a„,._i > 1 et a™ = 1 on considère le morphisme (plongement) 
il)a de E'^ dans S™ x E""-^ défini par : 

En plongeant de nouveau E"^ x E™-^^ dans P2^™~^ par i^™-! on obtient le plonge- 
ment éclatant : 

-2m— 1 / u^m , Tn) 2m — 1 
:= î 1pa -E ^ F2 

Nous nous intéressons dans le lemme suivant aux multidegrés de tpa[E"^) dans 

p^2m-l^ 

Lemme 4.1 Soient I un sous-ensemble de {l,...,m} et J un sous- ensemble de 
{1, . . . , m — 1} tels que : card I + card J = m. Notons par (/, J) le (2m — l)-uplet 
(/, J) := (1/(1), • ■ • , I/(w), Ij(l), . . . ,Ij(to — 1)) où 1/ et Ij désignent les fonctions 
caractéristiques de I et J respectivement. Le multidegré d(^j j-f{ipa{E"^)) est nul sauf 
si : m £ I et I C\ J = % ou bien m ^ I et 1 J est un singleton et dans ces deux cas 
il vaut : 

d(,„,) (¥>„(£;"))= Y[a^.d{Er- 

Démonstration. — Dans toute cette démonstration on identifie E au tore com- 
plexe C/A pour un réseau A — Z-\-tZ (t G C, IMr > 0) de C. L'invariance du mul- 
tidegré par translation permet d'écrire pour tout u = (tti, . . . , Um, vit ■ ■ , Vm-i) G 

j^2m — l . 
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où Tu désigne la translation par u dans E^™^^. D'autre part, en posant ii = 
1/(1), . ■ .,im = et ji = Ij(l), • • • ,jm-i = Ij(rn— 1) on a, d'après le théorème 

de Wirtinger multiprojectif : 



Hi,J) 



O Tu O MEn) = dii,,...,i^,J,,...,J^_,) (i'™-' O Tu O Va(iS")) 



2"^-lor„0't/v(E™) 

où fipj désigne la forme de Fubini-study sur P2. En faisant un changement de 
variable dans cette dernière intégrale et en moyennant (2m — 1) fois par la mesure 
de Haar normalisée i^e sur E, puis en inversant les signes d'intégration on aura les 
égalités successives suivantes : 



flp^^'A ... A f2p,^'"'A Op.^^'^A ... A Qp^^'--' 

0-00. (E") 



il""'-' O TuTinr^^'A ... A rtr^'-A Qp^^'A ... A np^^—'){Z,, Z2m-i) 
(î""-' o TuT {^v^'^A ... A fip.^'-'A fip.^^'^A ... A Op,^^"'-^)( ^1, . . . , Zm, 

dlZi — Zm, ■ ■ ■ , dm-lZm-l ~ -^m) 



(î^™-! o Tu)* (np,^"A ... A fip.^'-A Op.^^^^A ... A nr^^--% Zi , 



A dUE{ui) A ... A dVE{Um) 
A dVE{vi) A ... A dVE{Vm-l) 

= [ \[ (^"""' ° ^uT i^P^''^ • • • A ÎÎP^'-A îîp^^'^A ... A nr^'-'){ Zu..., 

Zm, a\Zx - Zm, ttm-lZm-l - -^m) A dusiui) A ... A dVE{Um) 

A dVE{vi) A ... A dVE{Vm-l) 

= I I (ior„J*(î7pf^)(Zi)Adj.B(wi)A...A/ {ioTuJ*{nr^'-){Z^) 
Je"^iJe Je 

AdUE{Um)A / (îOT„J*(0p/Ji) (01 Zi — Zm) A duE{vi) A . . . 
JE 

A / {ioTu^_,)*{np^''^^-^){am-iZm-i-Zm)AdiyEivm-i) ■ 
Je 

Or, d'après la proposition 3.1 de [Da-Ph] (adaptée au plongement de Weierstrass) , 
cette dernière intégrale vaut : 



/ H{dZi, ( H(dZfn, dZm)^^"^ / H{a\dZ\ — dZ„i, aidZ\ — dZ^) 



De" 



-2i 



A ... A 



-2i 



-2i 



A.. .A 



H{am-idZm-i — dZm, (Im-ldZm-l — dZ^) 



où De est un domaine fondamental du réseau A C C et H désigne la forme 
de Riemann associée à ce réseau. En remarquant finalement que pour tout t € 
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{1, . . . , m- 1} : H{atdZt - dZm,atdZt - dZ^) = at^H{dZt, dZt) - 2atH{dZt, dZ^) + 
H{dZrm dZjn) et que Va, /3, 7, (5 € {1, . . . , m} : H{dZa,dZ[^) A H{dZ~^, dZg) = 
{ÏM.T)~'^dZaAdZpAdZ^AdZs est nul dès que a — j ou f3 = S , l'inégalité précédente 
devient : 

• sime/et/nJ = 0ou bien m ^ I et I J = {k} pour un certain 
k e {1, . . . ,m - 1} : 

Y[a^ f ( HidZi,dZ,) \ ^ ^ ^ ^ / H{dZ„,,dZ^) \ ^ Yla^.d{Er 

(en utilisant une autre fois le théorème de Wirtinger) 

• nulle sinon. ■ 



5 Paramétrisation locale de l'image de E""* dans ^ 

Commenccons d'abord par l'homogénisation du monomorphisme t de la propo- 
sition 13.11 qui consiste à définir un monomorphisme r de A{E) := ^^^^^^^ dans 
if(£^)Q[[i]] à partir duquel on retrouve notre monomorphisme r en spécialisant la 
variable Y hl. On doit alors définir t de la manière suivante : VPi G A{E) : 



r(Pi):=f(Fi) 



X Z 

y' Y 



avec Pi désigne l'élément de A{E) : 

Pi{X,Z) :=Pi(X,l,Z). 

Posons aussi par définition : 

A (X, r, Z) := r^À 1^ = ig^Z^ + 252^^ + 
et pour un monôme m := X°'^Y"-'^ Z"^ de A{E) et un entier ^ € N : 

avec m désigne le monôme de A{E) : 

m{X,Z) ■=m{X,l,Z)= X°'^Z°'\ 

Ces derniers d^m,£ G N sont -d'après le corollaire 13. 2t des formes de K[X,Y, Z] de 
degrés : d°9^'m = g{£) + d°m (V^ G N) et chaque forme d^m G N) a évidemment 

les mêmes coefficients que le polynôme d^m de K[X, Z], donc à fortiori une famifie 
finie de formes (d^m)g „ a la même hauteur logarithmique que la famille finie corre- 
spondante des polynômes (ô^m)^ ^. Ainsi du corollaire 13 . 21 découle immédiatement 
le corollaire suivant : 

Corollaire 5.1 II existe un monomorphisme d'anneau t de A(E) :— ^^ff^'^j^^ dans 
K{E)„[[t\] associant à tout monôme m := X^ir^^Z"^ de A{E) : 

\i=0 / 
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où les ô^m, £ eN sont des formes de K[X, Y, Z] et pour S etT eW on a : 
max (d°9^m ; d°m < ô , £ ^ 0, . . . ,T) < 3T + 6-2 



hy (ô^m ; d°m<S , £ = 0,...,T) < 



2myT si V est finie 

2{my + 6)T + ô si V est infinie 

Par conséquent, pour tout (5 G N et T G N* on a : 

h {d^m ; d°m<ô , £ = 0,...,T) < 2{rj + 6)T + ô. 

Maintenant, étant donné un m-uplet fixé a — {ai,.. . ,am) G tel que > 5 
pour i — 1, ... ,m — 1 et Um — 1, posons : 

^,^ K[X„...,X„^,Y„...,Y,^_,] 

l'anneau des coordonnées de ipa[E™) et K{ipa{E"^)) son corps de fractions, avec 
X_^ := (Xjo, Xii,Xi2) et Y_^ := {Y^q, Yh^Y^), i = 1, . . . , m - 1. Soit, par ailleurs, D_ 
une famille de formes bihomogènes représentant la différence dans E au voisinage 
de {0} X {0}. D'après le théorème ll3.1l du formulaire, D_ peut être prise constituée 
de formes de bidegré (2, 2) et de hauteur logarithmique locale (resp de longueur 
logarithmique locale £„) -pour une place finie (resp infinie) v sur K- majorée par : 
hv{D.) ^ '^TTT-v (resp £v{D) < 3m„ + 7) et de hauteur de Gauss-Weil majorée par : 
h{D_) < 377 + 5. Soit aussi, pour tout entier A; > 1, f}''^ une famille de formes 
homogènes représentant la multiplication par k dans E. D'après le théorème 113.31 
du formulaire, F*-''-' peut être prise constituée de formes de degré k'^ chacune, de 
hauteur logarithmique locale f-adique (resp de longueur logarithmique locale v- 
adique) -pour une place finie (resp infinie) v sur K- majorée par ^m^k'^ (resp 
|(mu + 3)fc^) et de hauteur de Gauss-Weil majorée par : 

partir du monomorphisme t, on en déduit un monomorphisme de paramétrisation 
locale pour la sous-variété (pa_(i?™) de P2^'"~^ qu'on notera Qa et qu'on définit par : 

na-.B^K {fa{En) M] 
^aÙLl) d(P'^-\ti{X^)It^{X„S) 



où Ti : A{E) K{E)ç^[ui] {i — l, . . . ,m) désigne le monomorphisme r du corollaire 
15. Il pour la i ème composante E de la sous-variété E™ de P2™ et u := {ui, . . . , Mm). 
On a le lemme suivant : 

Lemme 5.2 Avec toutes les notations précédentes, pour tout monôme 
m = . . . X^rXi' . . . Xtsi' on a : 



1 ^ Xl\...Xi^,d<^^^'-'^-^m 



• ■ • ,>o^,„>o A(Xi)/(-) . . . A(X„)/(-) 
où di, . . . dm désignent les entiers positifs : 

di :=| I +2af | /3. | pour z = 1, . . . , m — 1 
et dm :=|a„ | +2 (| I + ■••+ l^^-i ') 5 



Ui . . . u„ 
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les 9*^*1 '• •''"'^m sont des formes de K\X_^, . . . ,2Lm\ de degrés majorés par : 



et pour tout 5i, . . . , 5^, S'i, . . . , S'm_i,T G N, la famille des formes d^'^^''"'^™'^m, 

dx^m <ôi,.. ■,dx^m < ôm,dY^m < ô'i, . . ■,dY^_^ < ô'm-i,ii-\ \-im<T est de 

hauteur logarithmique locale hy majorée par : 



lorsque v est finie et elle est de longueur logarithmique locale majorée par : 



i=l 



my + 12T+{ôi+--- + ôm) + (ll*^? + 



i=l 



lorsque v est infinie. Par conséquent, elle est de hauteur de Gauss-Weil majorée 
par : 



m— 1 



3(a|+l)<5'i 



m— 1 



r] + 12T+{ôi + --- + ôm)+J2 (ll''^ + 9)^''- 



Démonstration. — Pour tout monôme m = 2Li~^ ■ ■ ■ K.m~"^^i~^ ■ ■ -Hm-i" "" *' 
on remarque que la série f2a(iTi) s'obtient en substituant respectivement dans la 
forme : 



/5„ 



m— 1 



i=l 

Kl, ■ ■ ■,Km par n(Zi), • • ■,Tm{Km)- 

Il est clair que cette forme multihomogène R de K[2Ç_i, . . . ,X.m] ^st de multidegré : 
( I ai I +2al I ^J, . . . , I a„_i | +2a^_i | I, I I +2^ I ) 



i=l 



et un simple calcul montre que pour toute place v sur ii' on a : 



hv{R) < 
lorsque v est finie et : 

iv{R) < 



E 1) I 



m— 1 



E3(«'+i)iâ 



i=l 



m— 1 



rriy+Y (9a? + 7)\p. 



i=l 



lorsque v est infinie. 

De plus le nombre de monômes que contient R est majoré par : 

/2 I ^ J al + 2\ /2 I I a2,_i + 2V2 | ^ J + . . . + 2 | \ +2^ 
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Il ne reste qu'à appliquer le lemme [ÏÏTTl à, chaque monôme intervenant dans R pour 
conclure. En effet, en écrivant : 

pour un certain sous-ensemble fini U de (N'^)™ et certains nombres r{j),-f £ U de 
K, on a : 

= ^r(7)r(mi)...r(m™) 

jeu 

avec rrii :— X.^-^ pour i — l,...,m. En substituant maintenant les r(mi) (i = 
1, . . . , to) par leurs expressions données par le corollaire 15. IL on aura : 



u,^ . . . u„ 



, \\oLi\+2al\ P\ pour i = 1, ... ,771- 1 

avec di := 7. = s , , /, , , „ ,\ 

' \l aJ +2 (1 +• • •+ I 1) pour z = 777 

et 9(^i'--^'")m := ^ r(7)5^imi . . . ô^-m™, V(zi, . . . , z„,) e N™. 

Ainsi, on a bien la formule du lemme 15.21 pour ria(nt) et de plus, concernant les 
degrés on a : 

d^'' m = maxdl d'^m^ Vj = 1, . . . ,777 
— J jeu ■' 

et concernant les hauteurs et les longueurs logarithmiques locales on a bien pour 
tout iii,...,im) e N™ : 

/7,(ô(*i— ^"W) < Kid'^mi) + ■■■ + h,{d'^m^) + K{R) 
lorsque v est une place finie sur K et : 

< 4(5'imi) + • • • + 4(9''"m,„) + 1,{R) 

lorsque v est une place infinie sur K. Le reste suit de l'application des estimations 
du lemme [Ol La démonstration est achevée. ■ 

Plus généralement on a le corollaire suivant qui est une conséquence immédiate 
du lemme E21 précédent : 

Corollaire 5.3 Pour toute forme multihomogène non identiquement nulle 

Pi e K[2Ç^-^,...,2£.m^X.i,---,X.m-i\ de multidegré (<5i, ...,<?„, on a : 

vVii ...^ml ii>o,...,i„>0 ^lAlj ■■■^[A.m) 
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avec di, . . .dr, 



les entiers positifs : 
di := <5i + 2aï<5i, 



et dm ôm + 2{ô'i-\ h(5j„_i); 

les ^^'^'■■■'^'"^Pi sont des formes de K[2£_i, . . . ,2£.m] d,^ degrés majorés par : 



< <5™ + 2(<5i + --- + C_i)+.g(z,„) 

et, pour tout T € N et v une place de K, la famille des formes 9^'i' ' '*'"^Pi, ii 
■ ■ ■ + im ^ T est de hauteur logarithmique locale majorée par : 



rriy + hy{Pi) 



lorsque v est finie et elle est de longueur logarithmique locale ly majorée par 



my + UT+{ôi 



^(lla| + 9)+£„(Pi) 



lorsque v est infinie. Par conséquent, elle est de hauteur de Gauss- Weil majorée par : 



i=l 



77 + 12r + + • • ■ + Sra) + J2 + 9) + '^(■Pl' 



i=l 



m— 1 



+2^1og(J, + l) + 2^1og(5', + l). 

i=l i=l 

Démonstration. — Ecrivons 

Pi =: ^ pm-m 

msA 

OÙ A est l'ensemble fini des monômes unitaires de K[2C,i, . . . ,2Lmj^i7 ■ ■ ■ iHm-i] de 
multidegrés ((5i, . . . , (5™, ô'i, . . . , ô'm~i) et les pm (ni G A) sont des nombres de K (ce 
sont les coefficients de Pi). On a d'après le lemme [^21 précédent : 



E 



Ml'^ . . .Un 



avec 



d^'^^-''"^')Pi := J2 Pm-d^''' - 



m. 



me A 



La suite du corollaire 15.81 s'obtient des estimations du lemme l5!2l pour les degrés, 
hauteurs et longueurs des gjj majorant de plus -afin d'estimer la hauteur 
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de Gauss-Weil des a^^i'-'^-^Pi- les iy{Pi) {v G M~) par : 
iv{Pi) < /i„(Pi) +logcardA 



2 



<K{Pi) + 2j2 log (^i + 1) + 2 ^ log ((5^ + 1) . 
La démonstration est achevée. ■ 

6 La fonction auxiliaire 

Soient, pour toute la suite de ce texte, £o et £i deux réels strictement positifs 
assez petits et 5 G N* tel que eo^ soit un entier positif assez grand. Le paramètre ô 
est destiné à tendre vers l'infini. Nous supposons que £o et £i vérifient : 

1 m- 1 /TN" £1™ 1 

^°-2 £o(m + £o)(l+£o)'"-2 - 2- 

Soit aussi a = (ai, ... , a^) un m-uplet de tel que : 

ai > a2 > • • • > Om_i > am = 1 et ai H h a^-i + m - 1 < ^1 + ai. 

Ceci entraîne qu'on a : 

48 

ai > — (m — 1) > m — 1. 
25^ ' ~ 

Posons Ts le simplexe de : 

T'5:=|(Ti,...,r„)eN™/^ + --- + ^ + ^<7£i<5 
[ ai a^_i m - 1 

et l'idéal de -ftr[[wi, . . . , Um]] '■ 

qs ■■= {/ e ^^[[ui, . . . , Um]] I hu-,im = V(îi, . . . , i™) e T5} 

où ,fii,...,i^ désigne le coefficient de v/i'^ . . . w,,,'"' dans la série / de if [[ui, . . . , Um]]. 
Dans un premier temps, nous allons construire une forme multihomogêne non iden- 
tiquement nulle P de K[X^, . . .,X^,Y^, . . . ,Y^_i]/I {ipaiE"')) de multidegré 
(£oiîai, . . . ,£o(5am, ô, . . . ,ô) qui soit de hauteur relativement petite par rapport à 
son degré et qui satisfasse la condition d'annulation : 

fia(P)(0,...,Q) eq^ 

avec := (0, 1, 0). Cette condition d'appartenance à q^ s'interprète comme système 
linéaire sur K en les coefficients de P. En effet, en choisissant une base Ai du 
ii'-espace vectoriel : 

{K\X„ ...,X^,Y„... ,Yrn-l]/H^^iE"')))M-M,S,...,S) 

et en écrivant P =: ^^^eM ^m-^, la condition Oo(P)(0, ... ,0) € q^ se traduit par 

le système d'équations : 

^ p^,5(n,...,»„)^(0,...,0) = pour (n,...,i„) eT5. (6.1) 
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En choisissant maintenant un ordre pour chacun des deux ensembles finis Tg et M. 
et en posant M la matrice : M := (9(*i' - '*'"'m(0, . . . ,0))(..^ . j^^,^ et V le 

vecteur : V :— {Pm)meM^ système devient : M.V = . On est donc ramené 
à chercher un vecteur non nul V à coordonnées dans if, de hauteur assez petite et 
satisfaisant M. V = Q . On utilise pour cela la version suivante du lemme de Siegel, 
dûe à E. Bombieri (voir [Boml]). 

Lemme 6.1 (lemme de Siegel) Pour toute matrice A S M^mxniK) avec m < n 
il existe x £ K"\{0} satisfaisant Ax — et tel que 



h{x) < e (h{A) + log-nj + (1 + e)cg{K) 



où e := est l'exposant de Dirichlet de A, cg{K) est une constante dépendant 

seulement du corps de nombres K et h{A) désigne ici la hauteur de Gauss-Weil du 
vecteur formé de tous les coefficients de A. 

L'appHcation du lemme de Siegel ci-dessus nous donne la proposition suivante : 

Proposition 6.2 Sous toutes les hypothèses précédentes, il existe une forme P £ 
K[X_i, ■ ■ ■ ,^„i,lli, ■ ■ • jUm-i]/-^ {Va{E'^)) non nulle, de multidegré {eoSai, . . . , 
£oàam, <5, • ■ ■ , (5), satisfaisant aux équations ffi.l]) et de hauteur majorée par : 

h(P) < [14(77 + 6)£i + 47? + 12]Sal + o{ô). 

Démonstration. — L'appHcation du lemme de Siegel ci-dessus à notre matrice M 
qui est à éléments dans K de format card Tg x card A4 (on vérifiera ci-dessous 
que card Ts < card A4 pour S assez grand) donne l'existence d'une forme non 
identiquement nulle P de K[2(_i, . . . , Y^, . . . ,Y_^_^/ 1 (^ipa_{E"^)) de multidegré 
{eoôai, . . . , eoôam, S, . . . ,ô) satisfaisant le système d'équations Hfi.lll et de hauteur 
h{P) < e{h{M) + logcard A4) -I- (1 -I- e)cg{K) avec e est l'exposant de Dirichlet du 
système 116. l|l : e := ^ard^Ai'^card t ''S(-^) ™^ constante ne dépendant que 
du corps de nombres K. L'estimation de la proposition pour h{P) suit ainsi des 
estimations suivantes pour h{M),e et logcard A4 : 

h{M) < [14(?7 + 6)ei + 4r/ + 12]^a? (6.2) 
e < l + o(l) (6.3) 
logcardTW = o{S) (6.4) 

que nous démontrons ci-après, ^ommenccons d'abord par démontrer l'estimation 
H6.2|l pour h{M) : la hauteur h{M) est par définition la hauteur de Gauss-Weil 
du vecteur formé de tous les éléments de M. Or, on remarque que pour tout 
{il, . . . , im) € Ts et tout m € M l'élément de M correspendant d^'^^'---'^'^^m{0, ... ,0) 
est un coefficient de la forme (}^*i' ' '*"*^m et donc on a : 

HM) < h (^a(*i,-^»".)Tn ; (i^, . . . , e Ta , m e . 

La hauteur du membre de droite de cette dernière inégalité est majorée -grâce au 
lemme lÏÏ^ par : 



>m ; {il, . ..,im) & Ts , me A4] < 



771—1 

(27?-fl2). max (ii H + i^) + eoSal -\ \- eoôai, + {Srj + 11)6 {af + 1). 



21 



1 / 1 \ 

eo<^ et U + ^ «1 



Comme maintenant, d'après nos hypothèses, on a : 

m — 1 

l'a? + n < C 1 + 

24 

1=1 ^ 
et pour tout (ii, . . . , im) ë Ts : 

ïi H 1- îm < ^ H h 1 ai < 7eiàai, 

\ai afn-i m-lj 

alors : 

. (j^^^^^^j^) g ^ < [l4(7^ + 6)ei +4ry+ 12](5a?. 

D'où cette même majoration aussi pour h{M), c'est-à-dire : 
h{M) < [14(r; + 6)ei +4?7+ 12](Sa?, 
ce qui est l'estimation 116. 2|l . 

Afin d'établir les estimations (16. et Ij6.4|l . fournissons des estimations pour les 
deux cardinaux cardTi et cardA^ : 

• pour cardTa on a (d'après le lemme 2.14.5 de l'appendice) : 

cardTs < (1 + o(l)) vol(T5) - (1 + o(,5)) ^ ^ K i n^ ij y 



(m-l)7™£î',,„ , 



c'est-à-dire : 

cardTi < ^ — ^^-^ô'''ai...ajn + 0(5™) (6.5) 
m! 

• et pour cardAl on a : 

K[X_-^, ■ ■ ■ ,Km^Y.l, ■ ■ ■ ,Y.m-l\ 



card M = dim 



/ (€QSa^.,...,eo5a^,5,...,S) 

= H{l{^a[E"')) ; £o<5a!,...,eo<5a^,<5,...,<5) 

où Ti. désigne la fonction de Hilbert multihomogène. Mais comme on sait que lorsque 
5i,. . . , S,n, S'i, . . . , S'm^i sont des entiers positifs assez grands, 'H{l [tpaiE"^)) ; Si, ... , 
ôm,Si, . . . , S'm-i) coïncide avec un polynôme en lîi, . . . , 5m, (^'i, ■ ■ • , S'm^i dont la par- 
tie homogène dominante vaut : 

, / „ /pmN\ ài...d „iài...d m_i 

Ll. . . . tm.Jl. • . ■ Jm — l• 
{^l,...,^„,il,...J,„_l}C{Oa} 

il H hîm+jiH him-l=ni 

et que c'est bien notre cas ici puisque l'entier EqÔ est supposé assez grand, alors on 
a : 

cardTW^ }^ (Va(^^ )) - 



ji,...j,„_i}C{0,l} 
il H Hm+jlA hjm-l=ni 



ii \ . . . ijji \ji ! . . . jVn— 1 • 



ie/ 



22 



où la somme J2* porte sur tous les couples d'ensembles (/, J) tels que / C {1, . . . , m}, 
J C {1, . . . , m — 1} et card/ + card J = m, et la notation {(pa{E"'')) est celle 

du lemme ITTl 

En utilisant maintenant le lemme ITiTl on en déduit que : 



cardX = ^ I II d{Er .l[alS"\eo 
ieJ\i 



cardi 



o((5") 



iei 



où la somme porte seulement sur les couples (/, J) de la somme ^* vérifiant en 
plus : soit mG/et/nJ = 0ou bien m ^ / et / n J est un singleton. D'où : 



cardM = 



3"5"a! ...al, (Xl'^S'"''''^) + 



Comme on a : 



k=l 



m — 1 
k - 1 



m — 1 



£0 



= eoCl + eo)" ^ + £o("l - 1)(1 + £o)" ^ 



on déduit enfin que : 



cardTW = S^eol™ + eo)(l + £o)™"^'^'"ai 



o(,5™) 



3.6) 



Etablissons maintenant les deux estimations Hfi.3ll et Hfi.4|l : nous remarquons que 
l'estimation Hfi.4ll découle immédiatement de Hfi.6|l . par ailleurs pour établir l'esti- 
mation Hfi.3|l . nous majorons grâce à 116. 5|l et Hfi.6ll l'exposant de Dirichlet e par : 



e < 



(m-l)7'"e"î rm„2 

ml Cl ai , 



a^eoCm + eo)(l + eo)""'5™a? . . . a^^ _ (!r^ip£ljma? . . . «2, + o(J™) ' 



En posant provisoirement : 



£2 



3"£o(m + eo)(l + eo)'" '^^aî.-.a^ 

m — 1 /TV" e"î 1 

\ ^ - 9 (d'après nos hypothèses), 



on a enfin : 



e < 



£2 + o(l) 



£2 



1 - £2 + o(l) 1 - £2 

ce qui démontre l'estimation Hfi.3|l et achève cette démonstration. 



En posant maintenant : 

Q(Zi, • • . ,Z™) := ^^(^1, • • • ,Z™,^(Z^"^HZi),Xn) , • ■ • ,d(f^''---\X^_,),X,^ 
on obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 6.3 Sous toutes les hypothèses de cette section, notre forme Q de 
K[2Li, . . . . X^] / I(E"^) est non nulle, de multidegré ((2 + £o)(5ai, . . . , (2-|-£o)^aTO_i, 
(2m — 2 + £o)(5), satisfait t'"(Q)(0, ■ • ■ , 0) € et pour toute place v sur K on a : 
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ii V est finie : h^iQ) < hy{P) + Am^^ôa 



1 



• et si V est infinie : iv{Q) < £v{P) + {'^ray + 10)6ai. 
Par conséquent Q est de hauteur de Gauss- Weil majorée par : 

[14(77 + 6)£i + 8?7 + 22] Sal + o{5). 

Démonstration. — Il est immédiat -du fait que P est une forme non identiquement 
nulle de K[X_i, . . . , X^, Y^, . . . , et de multidegré {eqSoi, . . . , SoSam, S, . . . ,S)- 

que Q est une forme non identiquement nulle de K[2Ç_i, . . . , X.m\ de multidegré ((2 + 
eo)(5ai, . . . , (2+£o)^am-i, {2m—2+eo)ô). De plus, on a clairement t™((3)(0, . . . , 0) = 
^a(^)(0, • ■ • ,0) G qâ (par construction même de notre forme P). Par ailleurs, si v 
est une place finie de X, on a : 

KiQ) < 5(2/i,(z('^i)) + ;i„(^)) +--- + <5(2/i,(F('^™-i)) + ;i„(^)) +/i„(P) 

< 6{3myai + 3m^) + • • • + (5(3mt,am_i + 3m„) + hy{P) 

< 3mvô{ai-\ \- am-i + m - 1) + hv{P) 

< hy {P) + 3m^ (1 + 1 /24)(5ai 

< hy{P) + ArriySai, 

ce qui est l'estimation du corollaire 16.31 nour hy{Q) dans le cas v finie. 

Si maintenant w est une place infinie de K, on a le même genre d'inégalité pour 
les longueurs logarithmiques locales, c'est-à-dire : 

ty{Q) < J (24(Z^"^^)+4(^)) +---+'5(24(F("'"-i))+4(D)) +£y{P) 

< ô (3(to„ + 3)a! + 3m„ + 7) H h (5 (3(m„ + 3)a?„_i + 3rn„ + 7) + ^(P) 

< 3(to„ + 3)(5 (a? + • • • + a?„_i) + (3to„ + 7)(to - 1)S + iy{P) 

< ly{P) + (3m„ + 9)5 (a? + • • • + a^-i + m - l) 

< 4(P) + (3m„ + 9)5(1 + l/24)a? 

< 4(-P) + (4m^ + 10)(5a?, 

ce qui est aussi l'estimation du corollaire 16.31 nour iv{Q) (dans le cas v infinie). 

Finalement, pour aboutir à l'estimation du corollaire 16 .31 on majore dans le cas 
V infinie iv{P) par hy{P) + o{ô), ce qui nous permet d'écrire : 

Vw G : hy{Q) < £y{Q) < ly{P) + {Arriy + lù)5al 

< hy{P) + (4m.„ + 10)<5a? + o{ô). 

Puis, en reportant dans la définition de h{Q) ces majorations des hy{Q) (selon les 
cas V finie ou v infinie), on obtient : 

h{Q) < h{P) + (477 + 10)<5ai + o((5), 

ce qui nous amène -en utilisant la majoration de h{P) donnée par la proposition 
16. 2^ à l'estimation du corollaire |OI pour h{Q). La démonstration est achevée. ■ 



7 Translatée de la fonction auxiliaire 

Soient pour toute la suite de ce texte a un réel strictement positif assez petit 
et xi,X2, . . . ,Xm des points de E{K), différents des points de 2-torsion, représentés 
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respectivement dans P2 par les systèmes de coordonnées projectives : — {xi : 1 : 

2i ) , . . . , X_^Yi — (^^m ■ 1 ■ ) ■ 

Désignons par h la hauteur normalisée sur E{Q) de la hauteur logarithmique absolue 

et par < . , . > le produit scalaire associé à la norme de Néron- Tate dans 
l'espace eucHdien E{Q) (g) R. 

Nous introduisons à partir de cette section les deux hypothèses Hj^ et H2 suivantes : 



Hi 



• Vi, j G {1,2, . . . ,m},i 7^ j 

• Vi e {1,2,. ..,m- 1} : 

• Vi e {2, . . . , m} : 

• /i(xi) > 777-1-37 



|x.|.|x,| - ^ 4 
1 



1 



|x„.| > 

|xi| — V" 



H2 : Vw e 5 et Vi e {1, . . . , m} : I |^ < 



et z, I , < 



1 si V est finie 

1 — 2/e si D est infinie 

1 si V est finie 
1/2 si î; est infinie 



Posons pour tout i = 1, 



où [.] désigne la partie entière. 

Le lemme imi de l'appendice montre que les entiers positifs ai, . . . , a™ ainsi définis 
vérifient bien les hypothèses du §6 précédent. Par conséquent, la proposition 16.21 
et le corollaire 16.31 de ce dernier restent valables pour le présent paragraphe. En 
particulier, le lemme [T4.4I de l'appendice montre qu'on a : 



al 



am< I 1 + — I aï, 



(7.1) 



il montre aussi qu'on a : ai > 7(m — 1) > 7 ce qui entraîne : m — 1 < ^ < (^) 
c'est-à-dire : 

--1<§. (7.2) 



Le lemme imi montre aussi qu'on a : 



m - 1 < ( 1 + — ) aai. 



(7.3) 



Par ailleurs le lemme [TT3l de l'appendice montre qu'on a pour tout i = 2, . . . , m : 

af/i(xj) < 2ai/i(xi). (7.4) 
Soient aussi yi, . . . , ym-i les m — 1 points de E{K) définis par : 

yi:=aiXj-Xm i = l,...,TO-l 

et y le point de £;2m-i . 

y := (xi, . . . ,x„i,yi, . . . ,y,„-i). 
Le lemme [T4.5l de l'appendice montre alors qu'on a pour tout z = l,...,m— 1 : 

h^a^Xi - x„i) < a (^afhixi) + h{xm)j , 
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cette dernière inégalité entraîne -d'après le théorème 113.141 du formulaire- qu'on a 
pour tout î = l,...,m— 1 : 

hiy^) < a [af/i(x,) -I- /i(x„) + (3/4.77 + 5)(a? + 1)] + 3/2.r, + 8. (7.5) 

Soit enfin pour tout i — 1, . . . ,m : —: (y^o : yn ■ 2/12) un représentant dans P2 du 
point Yi. 

Désignons maintenant par i2^^\ . . . , ZZ^"+^\ . . . ,D^^"'~^'> des formes deK[X,Y], 

représentant la différence dans E au voisinage de {xi}x{xi}, . . . , {x„i}x{x„i}, {yi}x 
{yi}, . . . , {ym_i} X {ym_i} respectivement, qu'on choisit de bidegrés (2,2) et de 
hauteurs logarithmiques locales /i„ (resp de longueurs logarithmiques locales i^) - 
pour une place finie (resp infinie) v de K- majorées par Sm^, (resp im-u+l) et de hau- 
teurs de Gauss-Weil majorées par 3?] -1-5 (ceci étant possible d'après le théorème ll3.1l 

du formulaire). En désignant toujours par P notre forme de "/(^'"('g'")) 

construite à la proposition 16.21 soit rîyP la forme définie par : 



Lemme 7.1 Les coefficients de T*yP G K[Xi ^^-1] ^^^t des 

valeurs de formes de K[X'i, . . . . X'^ . Y\ , . . . , Y^^^i] au point {x^, . . . , y^, . . . , y^^ -^)- 
Ces formes sont de multidegrés (2eo(5ai, . . . , 2eo5a1a, 2(5, ... , 25) et la famille Ti con- 
stituée de toutes ces formes vérifie pour toute place v de K : 
• si V est finie : 

hy{Ti) < 2mjal + hy{P) 



• et si V est infinie : 

Wi) < (2m„ + 4)5a? 4- 4(P). 



De plus T\ est de hauteur de Gauss- Weil majorée par : 

H^i) < [14(77 + 6)£i + 677 -F 16]Sal + o{S). 

Démonstration. — Soit P E K[2C,i, ■ ■ ■ ■ ■ • ,llm-i'^'n • ■ ■ i^m'ilH ■ ■ ■ > 

la forme égale à : 

P {d^'\X,,X1i), ■ ■ ■ ,D("^Hx„,,X:j,D^"'+'HY„r,), . . . ,D^'"'"'HY^-i,Y!m-i)) ■ 
Il est ainsi clair qu'on a : 

et donc les coefficients de r^yP sont les valeurs des coefficients des monômes en 2L, Y_ 
de P -vus comme formes de K[X\ , . . . , X'^ , Y'^ , . . . ,Y^m-i\~ ^tu point (xi, . . . , x^, y^, 
. . . ,y^_^. Par conséquent, les formes dont il s'agit dans le lemme 1711 sont tout 

simplement ces coefficients de P. Ces derniers sont effectivement des formes de 
K[Xl^, . . . . . . de multidegrés {d^T, . . . , d^T, d^P, . . . , d^^ P) 

et la famille Ti constituant toutes ces formes vérifie clairement pour toute place v de 
K : hv{Ti) = hv{P) et IviTi) < iv{P)- Elle vérifie -par conséquent- aussi h{Ti) — 
h{P). La démonstration du lemme [Ol s'achève en démontrant que les degrés de P 
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par rapport à X!ij ■ ■ ■ , X'^ , Y[ , . . . sont respectivement 2eoSai, . . . , 2eo(5am, 

26,. . . ,26 et que les estimations du lemme mi concernant les hauteurs et les longueurs 
logarithmiques locales ainsi que la hauteur de Gauss-Weil sont valables même quand 
Ti est remplacée par P. Pour les degrés, comme la forme P est de multidegré 
{eoôai, . . . , eo6am, 6, ... ,6) et que les formes d}^^ (i = 1, . . . , 2m — 1) sont toutes de 
bidegré (2,2), on a clairement : 

dx_.P — dx_'. P — 2eo6ai pour i — 1, . . . ,m et 

dl^P ^ dy'T = 26 pouri = l,...,m-l. 

Par ailleurs quand v est une place finie de if on a : 

hv(P) < eo6alh,(^D^^^^ +■■■ + £o<5a?„/i„(^^'"^) 

< 3toi,£o<5 (il + ■ • • + flm) + 3mt,(5(m — 1) + hy{P) 

< 3/2{l + l/i8)mjal + 3/49.m„fo? + h^{P) 

où cette dernière inégalité est obtenue en majorant £o par 1/2 et en utilisant H7.1|l 
et D'où : _ 

hv(P) < 2mM\ + KiP). 

Ce qui entraîne l'estimation du lemme [TU pour hy(T\) (lorsque v est finie). Si 
maintenant w est une place infinie de if, on a : 

4(P) < e^6a\l, (^(1') + • • • + £o'^am4 (^^"') 

< (Stoi, + 7)£o^ (ai H + a^) + (3m„ + l)6{m - 1) + 4(^') 

< (2m„ +4)(5a? +4(F) 

où cette dernière inégalité est obtenue (comme dans le cas v finie) en majorant £o 
par 1/2 et en utilisant Ij7.1|l et 117. 2|l . Ce qui entraîne aussi l'estimation du lemme 
l7.1l Dour iv{J'i) (lorsque v est infinie). Il résulte de ces deux estimations pour hy{P) 
(quand v est finie) et iviP) (quand v est infinie) qu'on a : 

h(P) < {2ri + 4)<5a? + h{P) + o{6). 

En reportant finalement h{P) par son estimation donnée à la DroDosition l(i.2l on a : 

h(P) < [14(77 + 6)£i + 67/ + 16]6al + o{6). 

Ce qui entraîne l'estimation du lemme mi nour h{Ti) et achève cette démonstration. 
■ 

Lemme 7.2 Pour tout {il, . . .,im) e N™, les coefficients de d'-'^-'''"^TÎyP) 
G K[X_i, . . . ,2Lm\ ^ont des valeurs de formes de K[}C, . . . , X'.^^ , Y'^ , . . . ,Y^rn~i\ '^'^ 
point {xi, . . . , x^,y^, . . . , y^_i)- formes sont de multidegrés {2ea5ai, . . . , 2eoôam 
25, ... , 26) et pour T E N, la famille T2 constituée de telles formes, correspondant 
à tous les m-uplets {ii, . . . , im) G N™ tels que ii + ■ ■ ■ + im < T satisfait pour toute 
place V de K : 

• si V est finie : 

K{T2) < 2myT + 9mjai + hy{P) 
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• et si V est infinie : 

W2) < (2to„ + 12)T + (9m„ + 28)6al + K{P) + o^ô). 
De plus T2 est de hauteur de Gauss- Weil majorée par : 

K^2) < {2v + 12)T + [14(77 + 6)ei + ISry + 40]<5a? + o{5). 



Démonstration. — En écrivant : 



rP =: ^ pm-m 
mer 



où r désigne un ensemble fini de monômes unitaires de K[X-^^, . . . . Fj^. . . . ,Y_^_j] 



de multidegrés (2soôai 



, 2eoSam, 25, ... , 26), on a pour tout {ii, . . . , im) G N™ : 



m. 



mgr 



D'où, en gardant les notations du lemme mi : 

lorsque v est une place finie de if et : 

4(^2) < 4(^1) + 4(5('i'-'*"V,m € r,ii + • • • + 2„ < T 



im < T 



log card F 



lorsque v est une place infinie de K . En utilisant maintenant les estimations du 
lemme pour les hauteurs et longueurs logarithmiques locales de la famille 
{9'*^' - '*™'m, m € r, il + • • • + < T} et les estimations du lemme [Ol pour les 
hauteurs et longueurs logarithmiques locales de la famille JFi, on a : 
• si t; est une place finie de K : 



K{T2) < 2myôal + hy{P) + 



2T+ ^ 6(0?+ 



Toi 



< 2m^T + 9TO„(5ai + K{P) 



2 

O'm— 1 



OÙ cette dernière inégalité est obtenue grâce à la majoration : al + ■ 
TO — 1 < (1 + l/24)ai. L'estimation du lemme 17!^ pour h^(T2) -lorsque v est finie- 
est alors démontrée. 
• Et si w est une place infinie de K : 



4(^2) < (2m„+4),5a!+4(P) 



2eo5 {a\ 



2T+Y^ 6(a|+l)<5 



12T 



^ (22a? + 18)5 + log card r 



i=l 



< {2m^ + 12)T + [2m„ + 4 + 6(1 + l/24)m^, + 22(1 + 1/24) + 1 + l/48](5a? 
+ KiP)+o{6) 

< {2my + 12)T + (9to^, + 28)6al + hy{P) + o{S) 

où l'avant dernière inégalité est obtenue en utilisant les majorations : al + ■ ■ ■ + 
al,-i + m - 1 < (1 + l/24)aî, < 1/2, al + ■ ■ ■ + al, < {1 + l/48)a? et £y{P) < 
hv{P)+o{6) et en remarquant que log cardF = o{ô). Ce qui montre alors l'estimation 
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du lemme [Ol pour £,,(^2) (dans le cas v infinie) aussi. On déduit ainsi pour la 
hauteur de Gauss-Weil de la famille J-2 la majoration suivante : 

h{:F2) < {27] + U)T + [14(?7 + 6)ei + 13tj + 40](5a? + o{6). 

Ceci achève cette démonstration. ■ 

Lemme 7.3 Pour toutT <E N, la famille des formes d^'^^''"'^'"\i:îyP),ii + - ■ ■+i„i < 
T est de hauteur logarithmique locale hy majorée par : 

2myT + 9mySai + K{P) + 2eç)ô {a\hy{x-^) + h a?n^-u(£„J) 

+ 25 + + 

lorsque v est une place finie de K et par : 

(2to„ + 12)T + (9m„ + 2%)5a\ + hy{P) + 2eo5 {a\hy{x^) H h alnK{x^)) 

+ 25 (hy{y^) + • • • + K{y^ J) + o{5) 

lorsque v est une place infinie de K . 

De plus elle est de hauteur de Gauus- Weil majorée par : 

{2ri + 12)T + [4m(eo + 2a)/i(xi) + U{f] + 6)ei + (Sr? + 27)a + I377 + 40]5a? 
+ o{5). 

Démonstration. — Chaque coefficient c de l'une des formes c?^'^^ - ''"^ ('r*yP), 
îi + • • • + îm < r s'écrit d'après le lemme 17!^ : 

c = ■ ■ ■ 'Sm,^!, • • ■ ,^„_ikl-^ • • -^m-^yi-i • ■ - y™.!-'"-' 

où la somme porte sur tous les triplets a^, . . . . . . de N'^ satis- 

faisant : I ai 1= 2eo<5aî, • • • , I |= 2£o(5a?„, | | = | |= • • • =| p^^^ |= 2(5 
et pour tout c, la famille {7c(ai, • . • . . . ,§_^_^),a-^, . . . . . . 

formée de nombres de K, est de hauteur logarithmique locale w-adique < hy{T2) < 
2mvT + 9mv5ai + hv{P) lorsque v est une place finie de K et de longueur loga- 
rithmique locale w-adique < ^(^2) < (2to„ + 12)T + (9m„ + 2%)5al + hy{P) + o{5) 
lorsque v est une place infinie de K. On a alors pour toute place v Ae K : 

• si w est finie : 

hv{c) < hy{T2) + 2eo5a\hy{x^) H h 2eo5alihv{x^) 

+ 25(^h,iy^) + --- + K,{y^_^)^ 
< 2myT + 9my5al + hy{P) + 2eo5 {alhy{x^) + ■■■ + al,K{x^)) ^'^'^^ 
+ 25{hy{y^) + --- + K{y^^^)) 

• et si w est infinie : 

hv{c) < tv{T2) + 2eQ5ah)iv{x]) ^ h 2eç,5c?r,ihv{x^^ 

+ 25 {hv{y ,) + ■■■ + K{y^^_^)) 
< {2my + 12)T + {9my + 28)5al + K{P) (7.7) 
+ 28^5 (alh^ix^) H h air,hy{x^)) 

+ 25 {hy{y^) + ■■■ + /i«(y„_,)) + o{5). 
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Les estimations locales du lemme FT^l si i i vent clairement de H7.6|l et 117. 7|l puisque ces 
dernières sont valables pour tout coefficient c de l'une des formes d'^'''-'^'^\TÎyP),ii + 
■ ■ ■ + 'im < T. On déduit aussi de (j7.6ll et (j7.7ll que la hauteur de Gauss-Weil de la 
famille des formes {9*^*i' ' '*'"-'('r*yP), ii + ■ ■ ■ + im < T} est majorée par : 

h(^d^''-''^\€yP),ii + ---+i,n<T'^ < i2rj + 12)T 

+ (977 + 28)Sal + h{P) + 2eQÔ (a?/i(xi) + • • • + a?„/i(x„)) 
+ 25{h{yi) + --- + h{y^_^)) + o{ô). 

(7.8) 

En utilisant maintenant les majorations 117. 4|l . on a : 

ai/i(xi) H h a^/i(x„) < 2malh{xi) (7.9) 

et en utilisant les majorations H7.5|l . on a : 

^(yi) + ■ • • + /i(ym-i) < a [{alh{xi) H h a?„_i/i(x,„_i)) 

+ (m - l)/i(x,„) + (3/4?7 + 5)(a! + • • • + a^-i + m - 1)] 
+ (3/27y + 8)(m-l) 

< a [(4to - 5)a?/i(xi) + (3/4?7 + 5)(1 + l/24)a?] ^ ' 
+ (3/2?7 + 8)(l + l/48)aa? 

< a [4to/i(xi) + 5/^77 + 27/2] a? 

où l'avant dernière inégalité est obtenue grâce aux majorations Ij7.4|l . la majoration 
aï + - ■ ■+am-i+m—l < {l + l/24)ai et la majoration H7.3II . En reportant finalement 
les deux majorations ()7.9|l et II7.1()|I ainsi que l'estimation de h{P) donnée par la 
proposition 16 . 21 dans Il7.8p on obtient finalement : 

h (^d^''+-+'"^\T^*yP),ii + ■ ■ ■ + i,n <t) < (277 + 12)r+ [4m(eo + 2a)/i(xi) 

+ 14(7] + 6)£i + (577 + 27)a + 13r/ + 40](5a? + o{S) 
ce qui achève cette démonstration. ■ 



8 Extrapolation 

Soit pour toute la suite de ce texte e un réel strictement positif assez petit. Les 
paramètres eo, £\ et a seront choisis à la fin en fonction de £, D, m et 7y. Par ailleurs, 
dans le but de démontrer les théorèmes principa,ux l2.1l[T2l et l2.3l introduisons S un 
ensemble fini de places sur K et (At,)^^^ une famille de réels positifs satisfaisants : 

h [^^^] ^ 

Outre les hypothèses des §§6 et 7 précédents, on fait, dans le présent paragraphe, 
les hypothèses supplémentaires suivantes : 
H3: 4?7i(£o + 2q;) < ££1. 

H4 : /î(xi) > — {(28r/ + 176)£i + (77? + 36)a + (I877 + 54)} + 777 + 5. 

££1 4 

H5 : (l'hypothèse principale) 



Vi e {1, . . . , 771} , Vw e 5 : dist^(xi, 0) < 



e 



où est une constante dépendant de v déjà introduite au §2, qui vaut si w est 
finie et 16 si î; est infinie. 
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Proposition 8.1 On a : 

na{T-yP){Xj^,...,X^) = ^ 

ii>0,...,i„i>0 

OÙ les fii,...,i„, := ^^^^ )f(^iy''.A{l~^y('^'^^ ' (^1' • ■ ■ ^ ^™ ^o*^* '^•^^ nombres de 
K , nuls pour i — (ii, . . . , im) G Ts et vérifiant pour tout i € N™ et pour toute place 
veS : 

\ fi\y < exp I 9myôai + hy{P) + 2£q6 [a\K{x{) H h alaK{x^)) 

+25 [K{yJ + • • • + K{y_^ J) } (62™^^)^^+-+*-" 

sî V est finie et : 

I /i |„ < exp I (9m„ + 28)(5a? + /i^(P) + 2eo<î {alK{x{) + ■■■ + al,K{x^)) 
+26 [K{y^ + ■■■ + K{V^_^)) + o{ô)] (e2™"+i3)n- 



sî w esi infinie. 

Démonstration. — Le fait que les /j {i £ N™) sont nuls pour i G Tg vient de 
ce que notre forme P satisfait -par construction même- la condition d'annulation : 
^a{P)iQ., • ■ • , 0) € q^. Par ailleurs, écrivons pour un (ii, . . . , i^) G : 

\a-^\=di ,. . . ,\a^\=dm 

oùdi, . . . ,dm sont les degrés de la forme 9(*i'-'*'"^(x*yP) par rapport à X_i, . . . ,2L,n 
respectivement et la famille {A (a j^, . . . . . . constituée de nombres de 

K, de hauteur logarithmique î;-adique (pour une place quelconque v de K) majorée 
par le lemme 17731 En spécialisant {X_i, . . . . X^ ) en {x-^, . . . on a : 

d<-^^'-''-HT^*yP){x„...,xJ = Y. A(ai,...,a„)xi^ïi...x^^". 

|Qj^|=di,...,|Q^J=d„, 

D'où, pour toute place v Si S : 
\di^u-,^^}(rJ'yP){x,,...,xJ l 



< 



max{| A(ai,...,a^) |„, Si, . . . , a„} . J]" i maxi^j^^, \ x^^^ \^ si -y f oo 
^max{| A(ai,. |„, Si, . . . , a„} . J]" i I ^i"* L si | cx) 



En utilisant le lemme pour majorer max{| X{ai, . . . ,a„J 1^,^]^, . . . et le 

lemme [T4.8I pour majorer les deux quantités Hl^i ''^^'^{a .\=di I aii" ' L (lorsque w est 
finie) et Ili^Li I L (lorsque v est infinie) ^ on aura pour toute place 

I a(»i.-.*-)(r_*yP)(xi, . . . ,x„) |„ < exp { 2m^(ii • • • -H i„,) + 9m„(5a? 

-H /i„(P) + 2£oS (a5/i„(£i) + • • • + a?„/i„(x„)) 

+26 {h.{y ,) + ■■■ + hv{y^_,))} 

(8-1) 

^Le lemme lÏ4.8l de l'appendice majore les deux quantités 111^1™^-^!» !=^^ 1 Hii—^ l„ (lorsque v 
est finie) et YliLi |=di 1 — i~* L (lorsque v est infinie) par 1 et e™ < e°^^^ respectivement. 
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si V est finie et : 

I (T_VP)fe, . . . |„ < exp { (2m, + 12){h + ■■■+ im) 

+ (9to„ + 28)Sal + hy{P) + 2eoô {alhy{x-^) H h aLK{x^)) 

+2Ô (^K{y^) + ■ ■ ■ + h.{y^_^)) +o{6)} 

(8.2) 

si V est infinie. 

D'autre part, on a aussi d'après le lemme 114.81 de l'appendice pour toute place 

veS : 

1 J 1 si w f oo 

|A(xi)^^^^^..A(£„y(-) I, - j^/(^.)+-+/(^-.)<,n+...+.™ (8-3) 

La DroDosition lÏÏ!Tl suit finalement des trois majorations Ij8.1|l . 118. 2|1 et 118.311 puisqu'on 
a pour tout (ii, . . . , im) S N™ et toute place v G S : 



\A{x,y^'^>...A{xJ^^--> i 
La démonstration est achevée. ■ 

Corollaire 8.2 Pour toute place v € S, la série de la nrono.sitiov iS. É e.st absolument 
convergente en valeur absolue v-adique dès que : 

{g-2m„ ^ finie 

e " sî w esr infinie 

En particulier, pour toute place v G S, la série sus-citée converge absolument en 
valeur absolue v-adique au voisinage du point (— xi, . . . , —Xm)- 

Démonstration. — Etant donné une place u £ S", la condition suffisante pour 
la convergence absolue w-adique de la série de la nronosition 18.11 est claire et en- 
traine -d'après l'hypothèse principale H5 et la propriété ii) du §2 pour la distance 
disti,- la convergence absolue w-adique de cette même série au voisinage du point 

( ^1: • ■ ■ : ^m). ^ 

Lemme 8.3 On a : 

ii>0,...,im>0 

où les gii,...,i^ := i9('i'-'''")(T:.*yP)(0, . . . 0), (ii,...,z„i) € N™ sont des nombres 
algébriques de K satisfaisant, pour toute place v £ S , l'identité au sens v-adique : 
(£i,...,£™) gN" ; 



9L= E /^.,......(;;)---(zj(-^i)""'^---(-^")^ 

ii>€i,...,i,„>£„ 



dont la série du membre droit est v-adiquement absolument convergente. 
Démonstration. — Le fait que : 

17a(x*yP)(0,...,0) = E 9iu■■■.^^u'i■■■u'^ 

ii>0,...,i„>0 
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avec les g»i,...,i,„ := ô^^i'-^-H^V^)©, ■ ■ • û), (pour & N"" vient im- 

médiatement de l'application du corollaire 15.31 pour Pi = rîyP, en spécialisant 
(^ij ■ • • : X^) à (0 , . . ., 0). Par ailleurs soit v une place fixée de S et posons S la 
série de la proposition 18. Il : 

S := f7a(x*y-P)fei' ■ • ■ '^m) = X! /n,...,în."'i • ■ -w'™- 

ii>0,...,im>0 



Comme d'après le corollaire 18.21 S est t)-adiquement convergente au voisinage de 
{—Xi, . . . , —Xfn), alors quand le point (ui, . . . , u^) de C™ est suffisamment proche 
de (0, . . . , 0) on a au sens w-adique : 

naiT-*yPm,...,0)iui,...,Ura) 

= Çla{T-yP){Xi, . . . ,X^){-Xl + Ui, . . . , -Xm + Um) 
= S{-Xi + Ui, . . . , -Xm + Um) 

\ Q(h-] 

21>0,...,2tti>0 

D'où, par identification, pour tout (ii, . . . , Zm) e N™ : 

Du fait que la série S converge absolument -au sens w-adique- au voisinage du point 
{—Xi, . . . ,—Xm), ses dérivées partielles de tout ordre le seront aussi et on peut 
intervertir, en dérivant S, la sommation et la dérivation. On obtient ainsi : pour 
tout {£i,...,im) e : 

_ _^ 91^15 , 

-C;)-C:)<-'"""-'-'-"'- 

ii>«i,...,i„,>£„ 



OÙ cette dernière égalité tient du fait que les fii,...^i^ sont nuls pour (ii, . . . , im) G Ts. 
La démonstration est achevée. ■ 

Proposition 8.4 On a : ge = 0, yi G T5/2- 

Démonstration. — Procédons par l'absurde, c'est-à-dire supposons que pour un 
certain Ts/2 on ait g£ ^ 0. Ainsi, comme ge € K, gg doit satisfaire la formule du 
produit : 

Nous allons montrer que 118. 5|l ne peut pas avoir lieu et ceci en majorant son membre 
gauche par une quantité strictement négative. Majorons, pour toute place v sur K, 
le nombre log | ge \^. Pour ce faire on distingue les quatres cas suivants : 
l^'^cas : (si V € 5 et w est finie) 

Dans ce premier cas on utihse l'identité du lemme lÏÏ^ nour majorer log \ ge |^. Cette 
dernière montre qu'on a : 



g£ 1^ < max || /, |^.| xi \ 
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où i> £ veut dire z„ > £„ Vn G {1, . . . , m}. Puis en utilisant la majoration de la 
proposition pour les | /j |^ (i G N™) on obtient : 

\ gi\^ < exp| 9m.Jai + hy{P) + 2eoS {aihy{x-^) H h aiiK{x^)) 

'(^«(yi) + --- + /i«(y„,_i))} 



-25 



X max-i 

En faisant maintenant -dans le maximum du membre de droite de cette dernière 
inégalité- le changement d'indice j = z — ^ et en remarquant que pour tout i> i : 
Ts j ^ (car £ g Tg/2), on a -a fortiori- l'inégalité : 

\ge\y< exp| 9mySai + hy{P) + 2eo5 {aiK{xi) -\ l-a^ft,„(x„)) 

+2S (/i.(yi) + --- + /i.(y,„_i))}.(e^'"^)l^l 

X max Ue'^^pfllx, [A. 
'-"^^"^ l fe=i J 

Or, d'après notre hypothèse principale H5 et la propriété ii) du §2 pour la distance 
distt,, on a bien pour tout fc € {1, . . . , m\ : 

On obtient, grâce à ces dernières inégalités : 

I ffi |„ < exp| 9myôai + K{P) + 2eo5 [aihu{x-^^) -\ h a^hy^Xj^)) 

+2Ô (/i.(y^) + --- + /i.(y,„_^))}.(e2™^)l^l 
X max e~^^"{^"=i^''=''(^'')}. 

D'où, en passant aux logarithmes : 

log \9i\y< 9mjal + K{P) + 28^6 (alh 

fem)) 

+ 2Ô (hy{v^) + ■■■ + +2my\£\ 
- eXy min < jfe/i(xfc) } . 

Remarquons maintenant que pour tout j ^ (c'est-à-dire : ^ + ' ■ ■ + a'^ \ + 

Sfe > I^K^) on a : 



jl/l(xi) H h jm/l(x„) 

> ^ (aift,(xi)) H h •^'"^^ (a?ri-ift-(x„_i)) -I- . (a™/i(x„j)) 

al ^ ' aîn-i ' m — 1 



> -ai/i(xi) , 
2 \ a 

7 

> -£i(5aift.(xi). 



1 Jrn — 1 




*^m — 1 






J: 




m 
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En utilisant Il8.fi|l et en majorant | t \ par : 

^1 , , 



< al 



+ 



a\ a?n-i m — 1 

(car G Î5/2), on aura finalement : 



-£iôai 



(a) log I 5i L < 



7 

--At,eei/i(xi) + (7ei + 9)mt, 



5al + K{P) 



+ 2£o'5(a?/i^,(2i) + • • • + a™/it,fe„)) + 25{hy{y_^) + ■■■ + K{y^^_^)^ . 
2^"^^cas : (si w G 5 et u est infinie) 

On suit exactement la même méthode que celle du premier cas, sauf qu'ici le fait 
que V est infinie apporte un petit changement sur la majoration de log | gi^ \ par 
rapport au premier cas. L'identité du lemme l873l donne la majoration : 
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En utiHsant ensuite la majoration de la nronosition 18 . Il nour les | fi \^ {i G N™) on 
obtient : 

\9l\^< exp| (9m„ + 28)(5a? + K{P) + 28^6 {a\K{x^) + ■■■ + al,K{x^)) 
+25 {K{y ,) + ■■■ + K{y^_,)) +o{S)} 

-13\''lH 



^ (262™- 



Xi 



En faisant le changement d'indice j — i ~ £ dans la somme intervenant dans le 
deuxième membre de cette dernière inégalité, grâce à la remarque faite au premier 
cas, on obtient -a fortiori- l'inégalité : 

\gi\y< exp| (9to„ + 28)5al + K{P) + 2eoS {alhy{x^) + ■■■ + al,hy{x^)) 
+26 [hyiy^) + ■■■ + hy{y^^^^)) + o(5)} . {2e'"^^+''f 



fe=l 



Or, d'après notre hypothèse principale H5 et la propriété ii) du §2 pour la distance 
distt,, on a bien pour tout fc G {1, . . . , m} : 



Xk L, < e" 



-A^,£/i(x;^) — 2mi, — 16 



Grâce à ces dernières inégalités on obtient : 

I ffi |„ < exp{(9m„ + 28)6al + hy{P) + 2eoS {alhy{x^) + ■■■ + al,K{x^)) 



'25 



{hviy,) + --- + Kiy^_,)) +o(<5)}.( 



2e 



2m„ + 13\ m 



xE 



\3\ 
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D'une part, d'après Il8.fi|l : pour tout j ^ on a : J2^=ijkh{xk) > |ei(5ai/i(xi) 
et d'autre part, comme : 



l ^ Ts/2 



j 1= il + ^irn + 

ai 



jm—l jm 7 c 

ain-i m — 1 2 



on a : 



E 



lil 



< 



< 



< 



< 



E 



lil 



E 



J + m — 1 
m — 1 



^ (en posant j =h' |) 



< 2™~i ( ^ 



5ei<5 



1-4 



puis 



E ( e3 



bl 



< 2™ — 



(car 



4 

73- 



<2) 



La dernière estimation pour | gi^ |^ entraîne alors qu'on a : 
I 5f 1^ ^ exp| (9r7i„ + 28)(5ai + ft.t,(P) + 2eo^ (oi/i 

+ 25 (h,{y^) + ■■■ + K{y^ J) + o(5)} . (2e2m. + 13yil g-|A„esi5a!h(xO_ 

D'où, en passant aux logarithmes et en majorant | £ | par ^eiôai (comme dans le 
premier cas) et |(13 + log2) par 48, on aura finalement : 



(b) \og\gi_\< 



^-At,££i/i(xi) + (7ei + 9)m^, + 48ei + 28 



+ 2eQ5{a\K{x{) + • • • + al,K{x^)) + 2ô(h^{y^) + • • • + /i„(£,„_^)) + o[5). 
3'^"^'^cas : (si w ^ S* et w est finie) 

Dans les deux cas restants, on majore naïvement le nombre log | g(_ |^, c'est-à-dire 
on utilise l'identité de définition : 

gi_ a^(r*yP)(0,...,0) 

qui montre que gi est un coefficient de la forme d-{T*yP), par suite on a évidemment : 

loglffiL = h^iaù < K{d^{T*yP)). 

En majorant maintenant (9-('r*yP)) à l'aide du lemme FOl on obtient (comme v 
est finie) : 

log I 5i L < 2m„ I £ I +9mjal + K{P) + 2eQ5 {a\h 
+ 25 (h,{y^) + --- + h,{y^_^)^ . 
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Et en majorant finalement | l \ par ^eiSal -comme dans le premier et le second cas- 
il vient : 

(c) log|.g£|^< {7ei+9)my5ai + h^{P) + 2eQS{aihy{x^)-\ \- alih^{x^)) 

4'^"^'^ cas : (si w ^ S* et w est infinie) 
Comme dans le troisième cas, on a : 

< (2to„ + 12) U I +(9m„ + 28)ôal + K{P) 
+ 2eç)5 {a\hy{xi) H h aiihv{x^)) + 25 {hv{y_^) H h ^^iHm^S) + 

où la dernière inégalité provient du lemme 17731 

Il ne reste qu'à majorer | £ | par ^eiôal (comme dans les cas précédents) pour 
obtenir : 

log \9il< [{7ei + 9)m„ + (42ei + 28)] Sal + h,{P) 

+ 2eo5{alK{x^) + ■■■ + al,K{x^)) + 2S(h.^{y^) + ■■■ + K{y^_^)) + o{5). 

Et a fortiori : 

(d) log|.g,|„< [(7£i+9)m„ + (48£i + 28)]5a?+/i„(P) 

+ 2eo5{alK{x^) + ■■■ + o?,nK{x^)) + 25{h^{y^ + ■■■ + K{y^_^)) + o{5). 



En majorant maintenant la somme X^dga/a- ^t^'-Q]"^ I 51 L à l'aide des inégalités 
(a) , (b) , (c) et (d) -selon le cas correspondant à chaque place v- et en remarquant 
les égalités : 



ves 

E 
E 

v£Mk 

E 

vÇMk 



[K 



= 1 



(qui est une hypothèse). 



[K 



[K 



[K 



=■■ V, 


v£Mk ^ 


Q] ^ ' 


HP), 




: h{xi) 


(Vz e {1, . . 


,m}), 




: h{yi) 


(Vze {1,... 


,m- 1}) 



et Y. 
on obtient : 



[K 



E 

vGMk 



\K., 



[K-.' 



log I 91 1„ 



< 



7 



£ei/i(xi) + (7ei + 9)?7 + (48ei + 28) 



8al 



+ h{P) + 2eo<5(ai/ï(xi) + • • • + al,h{yLrr,)) + 25{h{yi) + • • • + /i(y™-i)) + o{5). 

En majorant finalement dans le deuxième membre de cette dernière inégalité HP) 
par son estimation donnée à la nronosition 16.21 nui est : 



HP) < [14(ry + 6)ei+4?7+12](5a!+o(<5), 
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ai/i(xi) + • • • + amh{x,n) par 2maih{xi) (d après H7.9|l l et h{yi) + • ■ • + /ï(ym-i) 

27 
2 



par Q;[4mft,(xi) + §77 + ^]ai (d'après HT.lDIl V on a : 



E ^^^oi^ log|giL< [(4™(eo + 2a) -7/4.e£i)Mxi) + (2177 + 132)61 

+ (577 + 27)a + (13r/ + 40)]5al + o(<5). 
Or, d'après 118. 5|l le premier membre de cette inégalité est nul ; donc on doit avoir : 

4m(eo + 2a) - ^eei^ /i(xi) + (2l7y + 132)ei + (577 + 27)a + (I377 + 40) Sai+o{ô) > 0. 

En divisant les deux membres de cette dernière inégalité par Sai et en faisant tendre 
ô vers l'infini on aura : 

4TO(£o + 2a)-^eei^/i(xi) + (2l77 + 132)ei + (57; + 27)a+(1377 + 40) > 0; 
c'est-à-dire : 

0eei - 477i(eo + 2a)j h{xi) < (2I77 + 132)ei + (577 + 27)a + (I377 + 40). 

Comme maintenant -d'après l'hypothèse H3- on a : |eei — 4:m{eo + 2a) > |eei on 
déduit de cette dernière inégalité : 

h{xi) < — |{(2l77 + 132)£i + (57; + 27)a + (137; + 40)} 

eei à 

< — {(287/ + 176)ei + (777 + 36)a + (I877 + 54)} . 

eei 

En utilisant finalement le théorème 113. 141 du formulaire il vient : 

— 3 
/i(xi) < /i(xi) + -77 + 5 

< — {(2877 + 176)£i + (777 + 36)a + (I87; + 54)} + 777 + 5. 
eei 4 

Ce qui contredit l'hypothèse H4 et achève cette démonstration. ■ 

Notons respectivement par — Xi, . . . , — x™ les opposés des points xi, . . . , x^ de 
E et par — := {—xi : 1 : — zi), . . . , — aim := (— a^m : 1 : —Zm) leurs représentants 
dans P2. 

Corollaire 8.5 Notre forme Q de K[X_i, . . . ,X.m] définie au §6 par : 

QiK,, ...,xj:= p{x„ . . . ,^„,^(f("^)(Xi),x„) , . . . ,d(^f^''-^\x^_,),x„ 

est non identiquement nulle modulo I{E"'^), de multidegré ((2 + eo)(5ai, . . . , (2 + 
£o)^am-i, 

{2m-2 + £o)5), satisfait t"^{Q){ —Xi, . . . , —Xjyi) G ^s/2 Gt Gst de hauteur de Gauss- 
Weil majorée par : 



KQ) < [14(7/ + 6)ei + 877 + 22] ôal + o(5). 

Démonstration. — Le fait que Q est une forme de K\X-y, . . . ,X_^y] non identique- 
ment nulle modulo l'idéal I{E"^), de multidegré ((2+£o)'5ai, . . . , (2+£o)^am-i, (2r7i— 
2 + eo)S) et de hauteur de Gauss-Weil majorée par [14(7/ + 6)ei + 877 + 22](Sai + o{S) 
suit du corollaire 16.31 Par ailleurs la proposition 18.41 est équivalente à dire que 
r^a (x^yP) (0, . . . , 0) G qs /2 ce qui est équivalent à dire aussi que r'" (Q) {—Xi , . . . , —x^) 
G <^s/2- Ceci achève la démonstration du corollaire 18.51 ■ 
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9 Inégalité de la hauteur à la Vojta 



Le théorème qui va suivre s'énonce à l'aide des paramètres Eq, ei, a et m et sous 
les contraintes énoncées dans les §§6 et 8. Nous choisirons ensuite les paramètres 
Eq, El et a en fonction de e et m pour en déduire un théorème ne dépendant que 
des paramètres e, m et des paramètres liés à la courbe elliptique E. 



9.1 Premier théorème : 

Théorème 9.1 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K 
de degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation projective Y^Z — AX'^ — 
g2XZ^ — g^Z^ (ff2,53 £ K) et d'élément neutre (en tant que groupe) le point à 
l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives (0:1:0). On munit 
E de la hauteur de Néron-Tate, notée h := \ . \^ , et on se permet de plonger E{Q) 
dans l'espace euclidien E{Q) (g)K. Soient aussi S un ensemble fini de places de K, 
rriv {v G Mk) et rj les réels positifs définis au §2 et {^v)^^s '^^^ famille de réels 
positifs satisfaisant : 

Soient enfin e un réel strictement positif, m un entier > 2 et eo,ei,a des réels 
positifs satisfaisant les contraintes des §§6 et 8, c'est-à-dire : 

m — 1 / 7 X" £™ 1 

eo < 1/2, p - , _^ <- et 4to(£o + 2a) < ee^. 

m! \3/ eo(™ + eo)(l + e) 2 

Pour tout m-uplet (xi, . . . , x,„) e i?™ satisfaisant : 

a 

cos(xi,Xj) > 1 - - Vi,j = 1, . . . ,m, 

/i(x„0 > /i(x„._i) > • • • > /i(xi) > (—] [(71ei + 55)r; + 800ei + 272] 
et dïsi.„(x,,0) < e-^''"''(^')-2m.-c„ (Vi e {1, . . . ,m},Vw e S*) 

on a l'une au moins des inégalités suivantes : 

^2 ^ 



/fi 2 \ ''^ 
^(X2) < ^f^j H^l) 



/i(x™_i) < \/2f— — j /l(x„_2) 

/l(x„) < \/2(771- 1) f — j /l(x„_i) . 

La démonstration de ce théorème utilise un lemme de Roth sur une puissace d'une 
courbe elliptique. On utilise ici le théorème suivant qui est une conséquence du 
lemme de Roth de IFarl : 



Théorème 9.2 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K , 
plongée à la Weierstrass dans le plan projectif V2 et d'équation projective : Y^Z = 
'iX^ — g2XZ^ — g^Z'^ (52, 53 € K). On prend la variable X comme paramètre pour 
E au voisinage du point à l'infini de E, représenté dans P2 par (0:1:0), qu'on 
considère aussi comme élément neutre de E et on pose rj := h{l : 32 : Sa)- Soient 
aussi m > 2 un entier positif, e' un réel strictement positif, ô — {ôi, . . . ,ôm) € 
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N*™ ei xi, . . . ,Xm des points de E{K) représentés respectivement dans P2 par les 
systèmes de coordonnées projectives : = {xi : 1 : zi), . . . — {xm '■ 1 : Zm)- 
Posons X le point de E"^{K) : x = (xi, . . . , x^), W{ô, me') le dessous d'escalier de 
N™ ; 

W{S, me') ((n, . . . , r„0 G N™/^ + . . . + ^ < ^e' 

et 'E{ô,e') l'ensemble pondéré : 

E(^,£') := W{S,me') x {x}. 

Posons par ailleurs qs.ms' l'idéal de l'anneau K[[ui, . . . , Um]] défini par : 

qa.me' {/ e -^^[[ui, • ■ ■ , Um]]//ii,...,i,„ = 0, V(ii, . . . e M^(4me')} 

OM désigne le coefficient de u^i ■ • ■ «m '^«'îs Za série / de if [[ui, . . . , Um]] • 

Soit enfin Q une forme multihomogène de K[2Ç_i, . . . , 2Lm] ( où 2Li — [Xio, Xii,Xi2) 
pour i — l,...,m), non identiquement nulle modulo I(E™), de multidegré S. On 
suppose qu'on a : 

> — — pour i — 1, . . . ,m — l. 



Alors, si Q s'annule sur l'ensemble pondéré me'), c'est-à-dire si : 

T™(Q)(^l, • ■ • ,2™) e q5,m£', 

il existe une sous-variété irréductible, propre et produit V — Vi x ■ ■ ■ x Vm de E" 
définie sur K , contenant le point x de E"^ et satisfaisant : 

m— dim V 

d{Vi)...d{Vra)^5tj^ <3"M -^-' ; [/i(Q) + m(31ogm + 7) + 12 



+ [(4me' + 4)77 + 7Qme' + 26](5i + ■ • • + 5,„)] 



Démonstration. — On applique le théorème 5.3 de [Farj pour p = m, les groupes 
algébriques Gi, . . . ,Gp sont tous égaux à et plongés dans P2 à la Weierstrass, 
P Q, e = e' et xi , . . . , Xp, . . . , ôp^ K restent tels qu'ils sont dans le corollaire. 
On a ainsi gi = 1, rii = 2 (pour tout i — l,...,m), g = m et d{Gi) = ■■■ — 
d{Gm) = d{E) = 3. D'après le formulaire (§13), pour tout point fixé de E^, il 
existe une famille de formes A de K[Xi,Yi, Zi, X2,Y2, Z2] de bidegré (2,2) et de 
hauteur de Gauss-Weil majorée par 377+5, représentant l'addition sur E au voisinage 
de ce point. On peut prendre alors dans cette application du théorème 5.3 de |Far| 
c = c' = 2 et h{A^) < 377 + 5 pour tout 7 = 1, . . . tti. Il est maintenant clair que toutes 
les hypothèses du théorème 5.3 de [iFa.rl sont satisfaites, d'où l'existence d'une sous- 
variété irréductible propre V de i?™, définie sur K, contenant le point x de E"^{K) 
dont toutes les composantes irréductibles sur K sont des sous-variétés produit de 
P2™ et en désignant par V ^ Vi x ■ ■ ■ x Vm une des composantes irréductibles sur 
K de V contenant le point x, on peut écrire : 

\JjiV). 

aeGaliK/K) 

De plus, en posant D :— on a : 

/2777\'"~'^™^ 

DdiV,)...d{Vm)< i—j 3" et (9.1) 



™ ^,/T/^ /n/ I -,\\ni— diml^ 

DdiV)...diV^)Y.S.'^^< (M) 3" 



hiQ) + J2 R^s^ + s 



(9.2) 
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où 

l^:^ + (m - {Ah{E) + 141og3 + 26} + + 161og3 + 21og2 

pour tout i ~ 1, . . . ,m et : 

S" := m (3 log m + 3 log 3 + 5 log 2) + 12. 

Nous montrons d'abord que dans notre situation onay = y = ViX---x Vm- Comme 
X = (xi, . . . , Xm) e y = Vi X • • • X Vm, c'est-à-dire x^ e Vi pour tout i G {1, . . . , m} 
et comme pour tout i = 1, . . . , m, est une K- sous- variété irréductible de E (car 

V est une K- sous-variété irréductible de i?™) et que E est de dimension 1 alors, 
pour tout z e {1, . . . , m}, soit Vi = {x^} ou bien Vi = E. On remarque que dans ces 
deux cas Vi(î = 1, . . . , m) est définie sur K, donc V = Vi x ■ ■ ■ x Vm est aussi définie 
sur K. Il s'ensuit que : Ver e Gal(ï?/i^); CT(y) = F, d'où V ^ V ^ Vi x ■ ■ ■ x Vn, 
c'est-à-dire que V est elle même une sous- variété produit de E™. L'entier D du 
théorème 5.3 de |Far| vaut alors dans cette application D := d(y)/d{V) = 1 (car 

V — V). Nous remarquons ainsi que l'inégalité Ij9.1ll est triviale. En efïet, puisque 
Z? = 1 et d{Vi) e {1, 3} Vî = 1, . . . , TO (car, comme on vient de le voir ci-dessus, 
Vi e {1, . . . , m} : soit V, = {xj ou bien V, = E) on a : Dd{Vi) . . . d{Vm) < 3" < 
^2m-^m~dimV^m_ (j'^g^ l'inégalité H9.2|l par contre qui est intéressante dans notre 
application. Afin d'en déduire l'inégalité du corollaire, montrons que la hauteur 
unitaire de E, h{E), peut être majorée par + 7. Remarquons pour cela que E 
est une hypersurface de P2 définie par la forme U de K[X, Y, Z] (où U {X, Y, Z) = 
y2Z+.g2^2'2 + 93^3 -4^3) qui est de degré 3, donc d'après [Ph4]3 (page 347) on a : 
h{E) = h{U) + ?,Y^\^^ Y.]^^ ^, c'est-à-dire h{E) ^ h{U) + 3/2. Par ailleurs, d'après 
le théorème 4 de [Le] fournissant la comparaison entre hauteur unitaire et hauteur 
de Gauss-Weil d'une forme donnée, on a : h{U) < h(U) + \ log ('^^^) + 3X]^=i ^) 
c'est-à-dire h{U) < h{U) + i log 10 -h |. Enfin on a : h{U) = h{l : -4 : : 53) < 
h{\ : g2 : 53) -l- log 4, c'est-à-dire h{U) < t] + log 4. Il s'ensuit finalement de toutes 
ces comparaisons qu'on a : h{E) < rj + log 4 -|- ^ log 10 + ^ < r] + 7. L'inégalité 
qui conclut le corollaire découle maintenant de 119. 2|l en majorant simplement h{E) 
par 1] + 7, h{A) par 3?; -I- 5 et en utilisant des majorations numériques triviales. La 
démonstration est achevée. ■ 

Démonstration du théorème 19. IL — Nous procédons par l'absurde, c'est-à-dire 
que nous supposons en plus de toutes les hypothèses du théorème 19 . Il nu 'on a : 

/fi 2 \ 

Mx3) > ^(^) ^(^2), 

: (9.3) 

/l(Xm_l) 

et /i(x„i) 

On appHque maintenant le théorème 19. 21 nour la courbe eUiptique E et les m points 
— Xi, . . . , — x,„ de E. On pose pour tout i G {1, . . . , m} : 

flj := [| x„i I / I Xi |] et on prend s' -.^ ^, 6i (2 -|- eo)ôa'i pour i = 1, . . . ,m - 
1 et Sm ■— (2m — 2 + eo)S. Le corollaire 18.51 du §8 précédent nous fournit bien 



> V2 



6m 



> V2{m - 1) 



/i(x™_i). 
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une forme Q de K\X^ (avec := {Xio, Xn, Xi2)), non identiquement 

nulle modulo l'idéal I{E™-), de multidegré {ôi, . . . ,Sm) et s'annulant sur l'ensemble 
pondéré x 0^) un simple calcul montre que le dessous d'escalier : 



Ts/2 (ri,...,r„)€N"V^ + --- + ^ + e^<:^M 



a? a?n-i m — 1 ~ 2 

contient le dessous d'escalier : 

W{ô,me')^WiS,ei) := ((n, . . . , r„) e N"/^ + • • • + ^ < £il ; 

donc la forme Q s'annule aussi -a fortiori- sur l'ensemble pondéré me') := 
W{6, me') X {— x}. Il nous reste alors -pour vérifier toutes les hypothèses du théorème 
[?]- qu'à montrer pour tout i = 1, . . . ,m ~ 1 : 6i/Si+i > (Gm/e')™. 
Pour i g {1, . . . , m — 2} on a : 

— > M^t+i) (d'après Ijl4.1ll du lemme ITl' 



ôi+i ai+i V2 h{y.i) 



> ( ) = ( — - ) (d'après nos hypothèses 119. ^Il l: 



V ^1 / V £ 

donc (îi/(5i+i > (6m/e')'" Vi = 1, . . . , m — 2, et pour i = m — 1 on a : 

Si Sni-l 2 -I- eo 2 . flrn-l 



■Ji+1 



2 ^ 



2m — 2 + eo m — 1 



et am_i = ^ > _J_ J^(^™) (d'après H14.1|l du lemme ES 

a-m \/2/i(x™_i) 

> (m — 1) ( j (d'après nos hypothèses 119. 

donc ôi/ôi+i > (Gm^/ei)™ = (6m/e')™ aussi pour i = m— 1, d'où : Vi G {1, . . . , m— 
1} : Si/Si+i > (6m/e')™. Ainsi toutes les hypothèses du théorème 19.21 sont sat- 
isfaites, d'oii l'existence d'une sous-variété irréductible, propre et produit V — 
Vi X • • • X Vm de i?™, définie sur K, contenant le point ( ) de S" (A') 

et vérifiant : 

d{V^)...d{Vr^)J2ô,^< 3"(^^^^^j [/i(g) + m(31ogm + 7) + 12 

+ [(4m£' + 4)r; -f 70me' + 26]{Si + ■ ■ ■ + 5„^) . 

(9.4) 

En majorant Si + ■ ■ ■ + ôm par : 

(5i + --- + 5m = (2 + £o)5(a? + ---+a?„_i) + (2m-2 + eo)'5 

< (2 + eo)5(ai + ---+am-i+TO-l) 

< (2 -I- £o)(l + l/24)Jai (d'après 4) et 5) du lemme lïTijl 

< 3ôal; 

h{Q) par [14(ry + 6)ei + 8r] + 22]5ai + o{ô) (d'après le corollaire I8.5|l . l'exposant 
m — dimy par m et m(31ogTO + 7) + 12 par o{ô), un simple calcul montre que le 
deuxième membre de Ij9.4|l est majoré par : 



6m{m + 1] 
ei 



[(26£i + 20)r/ + 294ei + 100] Sal + o(5). 
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Par ailleurs comme la sous- variété V = Vi x ■ ■ ■ x Vm de i?™ est irréductible, 
chacune des sous- variétés Vi {i = 1, . . . , m) sera de même ; par conséquent pour tout 
î G {1, . . . , m} on a soit Vi est réduite à un point (donc dans ce cas Vi = {— x^}, car 
— X; g Vi puisque (— Xi, . . . , — x,„) G V) ou bien Vi est égale à E tout entier. Comme 
maintenant on ne peut pas avoir Vi = E \/i G {1, . . . , m} car V est une sous- variété 
propre de E™-, alors il existe au moins un io € {1, . . . ,m} tel que Vig = {— x^;,}. le 
premier membre de H9.4|l peut être alors minoré par : 

d{V) . . . d{Vn) > <5.o/i({-X.J) = ^.„/l(x,J 

> {2 + eQ)6alh{^io) 

> 2ôai„h{xig) 

> Saih{xi) (d'après (114. 3|l du lemme lïÂ 



Il suit de cette minoration du premier membre de l'inégalité Il9.4|l et de la majoration 
précédente pour son deuxième membre qu'on a : 



ôaih{xi) < \^ ' j [(26ei -f 20)?/ -I- 294ei + 100] ôaf + o{ô). 

Cette dernière inégalité entraîne, en divisant ces deux membres par Soi et en faisant 
tendre 5 vers l'infini : 

/i(xi) < (^^!!fctll^ [(26ei + 20)77 + 294ei + 100] 

/ 6m^ ^™ 



< y—j [(26eei -t- 20e)r; -|- 294eei + 100e] (car (m + 1)" < em™) 

< f — j[(71ei + 54,5)77 + 800£i + 271,9]. 
Par le théorème 113. 141 du formulaire on obtient enfin : 

/i(xi) < ( — j [(71ei + 55)77 + 800ei + 272] , 

ce qui est en contradiction avec notre hypothèse : 

Dm ^ 



h{xra) > /i(x™_i) > • • • > h{xi) > iç— ] [(71ei + 55)77 + 800£i + 272] , 
La démonstration est achevée. ■ 



9.2 Choix des paramètres ^oj^i et a : 

Soit E une courbe eUiptique comme dans le théorème 19. IL e un réel strictement 
positif et m un entier > 2. Afin d'avoir un énoncé dépendant de moins de paramètres, 
nous choisissons les réels strictement positifs eQ,ei et a en fonction de e et 771 de 
faccon à satisfaire les contraintes du théorème 19. IL qui sont : eo ^ 1/2, 

777-1 /7Y" £1™ ^1 

U;eo(m + £o)(H-£o)™"2 " 2 ^^'^^ 
4777(£o + 2a) < ££1. (9.6) 

La procédure pour ce choix est la suivante : 

Nous remarquons que la relation 119. 5|l est impliquée par la relation suivante : 

2 (^r 

eo > ^^£1™ (9.7) 
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et que la relation est impliquée par les deux relations suivantes : 



a < 



16m 



eei. 



(9.8) 
(9.9) 



Les deux relations H9.7II et l|9.8|l s'assemblent en la relation suivante donnant un 
encadrement pour le paramètre Eq en fonction des autres paramètres : 



■e" < Sa < ^eei. 

8m 



(9.10) 



Ainsi nous venons de montrer que le théorème 19.11 reste -a fortiori- valable quand 
on remplace les deux contraintes Ij9.5ll et 119. 6|l par les deux relations H9.9|l et Ij9.1()|l . 
Il nous sufHt donc de choisir Eq, Ei et a (en fonction de m et e) de faccon à satisfaire 



H9.9|l et H9.1fl|l . Nous remarquons que la relation H9.1fl|l exige d'avoir 
g^eei, c'est-à-dire d'avoir : 



2(1)" 



£l 



< 



1 

7 ' V 38 



((m-1)!)^ 



(9.11) 



Maintenant comme (^) ^ > (car m > 2) et ((m— 1)!)'"-^ > (car 
Vn e N* : ^ < (n!)" < n), alors Ij9.11|l est impliquée par la relation : 

3 11, 1 
7 38 e 

qui est de nouveau impliquée par la suivante : 

1 _j_ 

El < me""-! 

- 484 

puisque f > ^ et m — 1 > ^ (car m > 2). 

En regardant maintenant l'énoncé du théorème 19.11 (inégalité de Vojta), on voit 
qu'on a plutôt intérêt à prendre Ei le plus grand possible, donc le meilleur choix 
pour El sous H9.12|l est : 



(9.12) 



1 

El = mE' 

484 



En reportant maintenant cette valeur de Ei dans (j9.10|l . on a, pour Eq, l'encadrement 
suivant : 



7 



1452 



7I 



~ < £0 < 



1 



Or, on peut vérifier qu'on a : Vm > 2 : 2 (j^) ^ 



3872 

< 



4000 (pour montrer cela, 
il sufHt de faire le calcul numérique pour m = 2 et d'utiliser la majoration < 



Eoo m 
n—0 n! 

la valeur : 



quand m > 3). Le dernier encadrement pour eq est satisfait pour 



1 



£0 = 



4000 



En reportant aussi la valeur choisie pour Ei dans (I9.9|l . on obtient : 

1 



a < 



7744 



(9.13) 
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Le paramètre a choisi, on doit recouvrir l'espace euclidien ® M par des cônes 

d'angle ~ arccos(l — a/4). Or, notre souhait est d'avoir un nombre minimal de tels 
cônes pour ce recouvrement, donc on a plutôt intérêt à prendre ces cônes les plus 
larges possible, ce qui revient à choisir a le plus grand possible. D'où, le meilleur 
choix pour a. sous Ij9.13ll : 



1 



7744 



Ce choix des paramètres Eqj et a en fonction de e et m satisfait bien les relations 
H9.9|l et Il9.1fl|l , par conséquent il satisfait -a fortiori- les contraintes H9.5|l et H9.6II du 
théorème 19.11 Ce dernier reste valable lorsqu'on remplace eoi^i et a par les choix 
précédents et on obtient finalement le théorème suivant : 

Théorème 9.3 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K 
de degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation projective Y^Z — AX'^ — 
g2XZ^ — gsZ'^ (32,53 S K) et d'élément neutre (en tant que groupe) le point à 
l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives (0 : 1 : 0). On munit 
E de la hauteur de Néron-Tate, notée h := \.\ , et on se permet de plonger E{Q) 
dans l'espace euclidien E{Q) ® M. Soient aussi S un ensemble fini de places de K , 
ruy (v e Mk) et rj les réels positifs définis au §2 et (At,)^^^ une famille de réels 
positifs satisfaisant : 



^ \K 

■uSS ^ 



Soient enfin e un réel strictement positif et m un entier > 2. Pour tout m-uplet 
(xi, . . . , 

Xm) G i?'" satisfaisant : 



cos(x,,Xj) > pourij^l,. 



/l(Xm) > /i(x„_i) > ... > /i(xi) > 

(2904to)" [{55£"^ + me-^} 77 + {272e"^ + 2me-^}] 
et dwi„(x,,0) < e-^"^'*(^')-2m„-c„ Vie {l,...,m} eiVwe 5; 
on a l'une au moins des inégalités suivantes : 

h{^2) < \/2(2904to)"£~^/Î(xi) 

h{^m-i) < \/2(2904mr£-^/î(x„_2) 

/î(x„0 < \/2(m-l)(2904TO)"£"^/î(x™_i) . 



10 Inégalité de la hauteur à la Mumford 

Notre but dans cette section est de démontrer le théorème suivant : 

Théorème 10.1 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K 
de degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation projective Y^Z — AX'^ — 
g2XZ^ — gsZ^ (92,93 G K) et d'élément neutre (en tant que groupe) le point à 
l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives (0 : 1 : 0). On munit 
E de la hauteur de Néron-Tate, notée h :— \ . \ , et on se permet de plonger E{Q) 
dans l'espace euclidien E{Q) M. Soient aussi S un ensemble fini de places de K , 
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ruy (v £ Mk) et rj les réels positifs définis au §2 et (At,)^^^ une famille de réels 
positifs satisfaisant : 

h [^^^] ^ 

Soient enfin e un réel strictement positif et /3, Q les deux réels positifs ; /3 := | et 
9 := |Vë. Alors pour tout couple (xi,X2) G E^{K),xi ^ X2, satisfaisant : 

cos(xi,X2) > , (10.1) 



h{x2) > h{xi) > -(547/ + 204) et (10.2) 

distyixj,0) < e-^^^''(^.)-2™.-c. pour j = 1,2 etv e S ; (10.3) 

on a : 

K^2) > {i + e)hixi). 

Avant de rentrer dans les étapes de la démonstration, expliquons grosso-modo le 
schéma qu'on va suivre. Nous allons procéder de la même manière que pour le 
théorème inni (l'inégalité de la hauteur à la Vojta) sauf qu'ici la situation est beau- 
coup plus simple du fait que d'une part la construction des fonctions auxiliaires est 
explicite -donc ne nécessite pas l'utilisation du lemme de Siegel- et d'autre part qu'on 
n'aura pas besoin d'utiliser un lemme de zéros pour la conclusion finale ! Plus pré- 
cisément, voilà ce qu'on va faire : on procède par l'absurde, c'est-à-dire on suppose 
qu'il existe un couple (xi,X2) de points de E^{K), vérifiant toutes les hypothèses 
du théorème llO.ll et tel que : /i(x2) < (l + 0)h(xi). On construit explicitement deux 
formes Qi et Q2 de A^E"^) qui ont (xi, X2) comme point d'intersection isolé. Ensuite 
on fait l'extrapolation qui, du fait que nos deux points xi et X2 sont supposés assez 
proches de l'origine (au sens de la distance projective), oblige nos fonctions auxili- 
aires Qi et Q2 à s'annuler aussi au point (0,0) de E^{K). Finalement l'annulation 
de Qi et Q2 au point (0, 0) entraîne facilement (sans utiliser un lemme de zéros) 
qu'on a xi = X2, ce qui est en contradiction avec notre hypothèse et achèvera la 
démonstration du théorème 110. Il 

Soient Xi et X2 deux points de E{K) satisfaisant toutes les hypothèses du théorème 
110.11 Comme les hauteurs normalisées de Xi et X2 sont non nulles (puisqu'on a fait 
l'hypothèse h{x2) > h{xi) > fct(Z?, e, 77, to„) > 0) alors xi et X2 sont tous les deux 
différents des 4 points de 2-torsion de E, et donc on peut représenter respective- 
ment Xi et X2 dans ¥2{K) par des systèmes de coordonnées projectives de la forme : 
Xi = {xi : 1 : zi) et X2 = {x2 : 1 : Z2). Soient aussi y le point de E{K) : y ;= xi — X2 
et y un de ses représentants dans ¥2{K). 



10.1 Construction des fonctions auxiliaires : 

Les hypothèses H10.3|l du théorème 110.11 entraînent d'après le lemme 114.21 du 
formulaire qu'il existe une famille de formes totalement explicites D. := {Do, Di,D2) 
de K[Xi, Yi, Zi,X2, Y2, Z2], de bidegrés (2, 2), représentant la différence dans E au 
voisinage de {0} x {0} ainsi qu'au voisinage de {xi} x {X2}. De plus, on peut 
vérifier (puisque c'est explicite) que cette famille D. est de hauteur logarithmique 
locale z)-adique majorée par 3my lorsque v est une place finie sur K et de longueur 
logarithmique locale u-adique majorée par 3my + log425 lorsque v est une place 
infinie sur K et que la famille constituée seulement des deux formes Dq et D2 est 
de hauteur logarithmique locale w-adique majorée par 2m„ lorsque v est une place 
finie sur K et de longueur logarithmique locale w-adique majorée par 2m„ -|-logl52 
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lorsque v est une place infinie sur K. 

Considérons maintenant les deux formes suivantes Pi et P2 de KIV] (avec F := 
Y2)) définies par : 

Pi{Y) ■= Do{Y,y) 
P2{Y) := D2{Y,y) 

et les deux formes suivantes Qi et Q2 de K[X-f ,Xo] (avec X_i := (Xio,Xii, 
X12) et X_2 := (X20, -^^21, -^^22)) définies par : 

Qi(Zi,^2) := PiiRiX^^X^)) = i?o(^(Zi,^2),y) 

Q2{X,,X2) ■■= P2(^(Zl, ^2)) - ^2(^(^1, ^2),y)- 

On voit clairement que nos deux formes Pi et P2 de sont non identiquement 

nulles modulo I{E) et qu'elles s'annulent, toutes les deux, au point y de E{K), 
par conséquent les deux formes déduites Qi et Q2 sont non identiquement nulles 
modulo liE"^) et s'annulent toutes les deux au point (xi,X2) de E^{K). 
Pour faire le lien avec le §5, ce qui va nous permettre d'appliquer les résultats qui 
y sont obtenus, il suffit de prendre m = 2 et oi = 0,2 = 1, c'est-à-dire a = (1, 1). En 
posant tpa = tp,'Pa = 'p,^a = ^ et i le plongement de Weierstrass de E dans P2, on 
a : 

ip: E^ ^ E^xE Ù 

(Pl,P2) ^ (Pl,P2,Pl - P2) ^ (î(Pl),î(P2),t(pi - P2)) . 

Ainsi, pour toute forme P de K[X_^,X_2,Y\ on a : fi(P) = t^{Q), où Q désigne la 
forme de K[2Ç^i,2L2\ définie en fonction de P par : 

QiK^x^) ~P{x„X2,D{x„X2)). 

En considérant les formes Pi et P2 de K\Y] comme des formes de K\X_j^, X_2,Y] on 
a : 

n{Pi)=T\Qi) et Q{P2)=t\Q2). 

Par ailleurs, comme la famille D est constituée des formes Dq, Di et D2, toutes de 
bidcgrc (2, 2), on voit clairement que nos deux formes Pi et P2 de K[Y] sont, toutes 
les deux, de degré 2 et que nos deux formes Qi et Q2 de K[Xi,Xo] sont, toutes les 
deux, de bidegré (4,4). Les estimations des hauteurs (ou longueurs) logarithmiques 
locales de Pi-P2- Qi et Q2 sont données par le lemme suivant : 
Lemme 10.2 Pour toute place v de K on a : 

• lorsque v est finie : 

hJ^{Pi,P2}) < 2my + 2hy{y) 
hJ[,{Qi,Q2}) < 8my + 2hy{y) 

• et lorsque v est infinie : 

U{PuP2}) < 2my + 2hy{y)+\ogl52 
U{Qi,Q2}) < 8my + 2hv{y) + 18. 

Démonstration. — D'après les propriétés des hauteurs et longueurs logarithmiques 
locales, on a pour toute place v de K : 

hJ^{Pi,P2}) < 

U{Pl,P2}) < 

h^{Qi,Q2}) < 
et^{Qi,Q2}) < 
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h,l{Do,D2}) + 2K{y), 
U{Do,D2}) + 2K{y), 
2KiD) + Ki{Pi,P2}) 
2eJD)+iJ{Pi,P2}). 



Le reste est un simple calcul. ■ 
Proposition 10.3 Pour j = 1,2 on a : 



1 >r;^ Xl\X'^ld^'^^'^'>Pj 



1 "2 



OÙ les d^^^'^^^Pj {{11,12) G N^) sont des formes de K[2£_i,X_2] de degrés : 

d°x,d^'''''^Pj < g(n) + 4 

et, pour r e N et v une place sur K, la famille des formes ô^^^'^^^Pj, 11+12 < T, 
est de hauteur logarithmique locale hy majorée par : 

(2r+14)m.„ + 2/i,(y) 

lorsque v est finie et elle est de longueur logarithmique locale £v majorée par : 

{2T + 14)to„ + 2hy{y) + 12T + 46 

lorsque v est infinie. 

Démonstration. — Il sufRt de s'adapter à la situation du §5 comme expliqué au- 
paravant et d'appliquer le corollaire l5.3l de cette dernière et d'utiliser les estimations 
des hauteurs (et longueurs) locales des formes Pi et P2 données par le lemme [T().2l 
■ 

Proposition 10.4 Pour j = 1,2 on a : 

r'{Q,){x„x,)= J2 fnlA^ 
n>0,î2>0 

. r(i) (9'■^^'''^^Pj)(.~^^'■!L^) I- ■ \ m9 , 7 7 7 7 

°^ Jiùi A(x )^('i)A(x ' 1*1' *2) e 1^-, sont des nombres de K, nuls pour 
il = 12 = et satisfaisant pour tout {ii, 12) G et pour toute place v £ S : 

(j) ^ fexp{14m^, + 2/i„(y)}.(e2"")*i+^2 si v est finie 

' '1'*" " ~ |exp{14m^ + 2K{y) + 46}.(e2™"+i3)H+'2 si v est infinie ' 

Démonstration. — Soit j G {1, 2} fixé. Le fait que /f/i^ = pour ii ~ 12 — est 
simplement dû au fait que notre forme Qj s'annule au point {xi,X2)- Soit maintenant 
(il, «2) un couple fixé de et montrons les majorations de la DroDosition ll().4l nour 
l6s I /i/ij 1^ € S). En désignant par (^1,^2) le bidegré de la forme d^^^'^^^Pj de 
-^[^1,^2]! on ^ clairement pour toute place w de if : 

I [O n) I21i,£2j 1^ - ji^(g(.„^.)p^.) .Hy{xitH,{x2f' si V est infinie ' 

Or, lorsque v S, l'hypothèse principale du théorème llO.ll entraîne. d'après la 

propriété ii) du §2 pour les distances dist„ {v G Mk) qu'on a : Hy{x_i) = Hy{x2) = 1. 
D'où, pour toute place v G S : 

I (d^'^'^'^p ) (x x) \ < si « est finie 

I \^ 3J \-i:-2) 1^ - W^(5(n.î2)p^.) si „ infinie " 
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En appliquant par ailleurs la nronosition 110.31 nour T = îi + 12 on a, pour toute 

place V de K : 

• lorsque v est finie : 

iî„(a(*i^*^)Pj) = exp|/i^(a(*^''^)p,)} 

< exp {2mi,(ii + î2) + 14m„ + 2ft.„(£)} , 



• et lorsque v est infinie : 

< exp {(2m,„ + 12)(?;i + ^2) + 14m„ + 2hy{y) + 46} . 
D'où, pour toute place v ^ S : 

I (<9(---)P,) (Xi,X2) 1^ 

{exp{2m„(îi + 12) + 14mt, + 2/i^(y)} si u est finie i^^-^) 

exp{(2m„ + 12)(zi + 12) + 14m„ + 2hy{y) + 46} si v est infinie 

D'autre part, l'hypothèse Ijl0.8ll du théorème 110.11 entraîne . d'après le lemme [Ï4.8I 
de l'appendice, qu'on a pour toute place v dans S : 

1 J 1 si f est finie 

fÂfeT^^^WâT^^^ " j^/(H)+/(»2) ^ ^^,+^, g. ^ ■ (10-5) 

Il résulte finalement de H10.4|l et II10.5|I qu'on a pour toute place w de S* : 



< 



Afe)^''^'A(x2)^(^^) |„ 

exp {2mu(ii + î2) + 14toi, + 2hy{y)^ si w est finie 

exp {(2m^ + 13)(îi + 12) + Urriy + 2h^{y) + 46} si v est infinie ' 



ce qui n'est rien d'autre que la majoration de la nronosition ll0.4l nour les | /f/^^ | [v € 
S). La démonstration est achevée. ■ 

Corollaire 10.5 (Immédiat) Pour toute place v G S , les deux séries de la propo- 
sition \TÏÏ^\ précédente sont absolument convergentes en valeur absolue v-adique dès 
que : 

I g-2m„ ^ finie 

I "fe 11. < ^ -2m„-13 • , • ■ k=l,2. 

e " SI V est infinie 



En particulier, pour toute place v G S, les deux séries sus-citées convergent absolu- 
ment en valeur absolue v-adique au voisinage du point {—xi,—X2)- 

Démonstration. — Etant donné une place v G S, la condition suffisante pour la 
convergence absolue w-adique des deux séries de la proposition 110.41 est claire et 
entraîne -d'après l'hypothèse principale l|lfl..3|l du théorème 110. Il et la propriété ii) 
du §2 pour les distances dist^ {w G Mk)- la convergence absolue ■y-adique de ces 
même séries au voisinage du point {—xi,—X2). ■ 
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10.2 Extrapolation : 

Proposition 10.6 Si l'un des deux nombres (3i(0, 0) et Q2(0, 0) est non nul, alors 
on a : 

e 47 

Démonstration. — Supposons que pour un j G {1, 2} on a : Qj{0,0) ^ 0. Dans ce 
cas, comme le nombre Qj(0, 0) appartient à K (car Qj est une forme à coefficients 
dans if et € K^) alors ce dernier doit satisfaire la formule du produit : 

E^^^l°g|^?.(0'0)L = 0. (10.6) 

Nous majorons maintenant astucieusement le membre de gauche de II10.()|I en fonc- 
tion de e,rj, /i(xi), h{x.2) et h{y). Pour ce faire nous distinguons les deux cas suiv- 
ants : 

l^'^cas : (si v € S) 

Dans ce cas le corollaire ^Ol nous dit que la série numérique : 



Î1>0,Î2>0 



Qj(o,o) |„ < 



est absolument convergente en valeur absolue u-adique. Or, d'après la définition 
même du monomorphisme r, cette dernière ne peut converger que vers Qj(0;0), 
par conséquent on doit avoir : 

Î1>0,12>0 

- E fnli-^in-^^T' (car /5^=0 pour (ïi,Z2) = (0,0)). 
(îi,i2)eN2\{(o,o)} 

D'où, la majoration : 

ax(ïi,î2)eN2\{(o,o)} {l fi!l^ \J xi X2 T^'j si v est finie 

T,i^u^2)€N^\{{^)m {l f^u^2 \J ^1 IM } si V CSt infinie 

En utilisant les estimations de la nronosition 110.41 nour les | fi'^^i^ \^ {h, h G N) et 
en majorant les | Xk |„ {k = 1,2) -grâce à l'hypothèse Ill0.3|l du théorème 110. Il et à 
la propriété ii) du §2 pour les distances dist^, {w G M^)- par : 

\xk\,< |g-A„eMx.)-2m„-i6 ^ infinie - 1' ^ ; 

la dernière majoration de | (9j(0,0) 1,^ entraîne : 

I g, (0,0)1 < exp{14m„ + 2/i„(y)} max g-Ke{iM^,)+i2h{^2)} 

- (n,ï2)eN2\{(o,o)} 

si V est finie et : 

|Qj(0,0)t„ < exp{14m„ + 2;i4y) + 46} E e"^""{'i'*("i)+'^''("^»(e-3)*i+'2 

(îi,i2)eN2\{(o,o)} 

si V est infinie. 

Comme maintenant pour tout (11,^2) G \ {(0,0)} on a : ii/i(xi) + i2h{'x.2) > 
{il + «2) min {/i(xi), /i(x2)} > min {/i(xi), /i(x2)} et que : 

E i^-'y'-' = - 1 < ^' 

(ïi,î2)eN2\{(o,o)} ^ " ' 
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alors : 



r exp{14TO„ + 2/i„(y)}e-^"'^™{''(^i)'''(^2)> si v est finie 

\exp{14m„ + 2K{y) + 47}e-^-^™"{''(''i).''(''2)} v est infinie 



En prenant finalement les logarithmes des deux membres de cette dernière inégalité, 
on obtient : 



(e) :log|Q,(0,0) |^<. 



-A„£min{/i(xi), /i(x2)} + 14my + 2hy{y) si v\oo 
-A„emin{ft,(xi), /i(x2)} + 14my + 2hy{y) + 47 si v\oo 



2ig"^^cas : (si v ^ S) 

Dans ce deuxième cas, on majore naïvement le nombre log | Qj(0, 0) On remarque 
que Qj (0, 0) est un coefficient de la forme Qj , donc on doit avoir : 

iog|gj(o,o)i^< hy{Q,) 

8m„ + 2hy{y) si v est finie 

8rn„ + 2hy{y) + 18 si f est infinie 



< 



d'après le lemme [T().2I D'où à fortiori 

(f):log|g,(0,0) I, < 



14to„ + 2hy{y) si v est finie 

14TOt, + 2hy{y) +47 si w est infinie 



En majorant maintenant, pour toute place v de K, le nombre log | Qj(0, 0) \^ en 
utilisant (e) si w G S" et (f) si w G S* et en tenant compte des identités : 



[Ky 




[Ky 


Q] 


[K 





-ruy = T], 

1; 



"■ oi'^ ^" " ^ hypothèse), ^ 

^ [Ky : Qy] ^ >r- 

on a la majoration : 

E I Q^-^Û'Û) ^ -£niin{/î(xi), /î(x2)} + 14r; + 2h{y) + 47. 

Or, d'après (jlO.fill le nombre J2veMK ^t^'-Q]"^ ^'^S I ^^(ûiO) L ^^1- ■'-'^ dernière 
inégalité est donc équivalente à : 

-s min{/i(xi), /i(x2)} + 14r/ + 2h{y) + 47 > 0; 

ce qui donne finalement : 

e 47 
h{y) > 2 inin{/i(xi), h{x2)} - 7?? - y. 

La démonstration est achevée. ■ 

10.3 Démonstration du théorème 110.11 : 

Nous procédons par l'absurde. Supposons qu'il existe un couple (xi, X2) de points 
de E{K), satisfaisant toutes les hypothèses du théorème 110.11 mais ne satisfaisant 
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pas sa conclusion, c'est-à-dire qu'on a : h{xi) < /i(x2) < (1 + 0)h{xi). On a donc, 
en fonction de la norme de Néron- Tate : 



Xl|<|x2|<(l + 0)5 |xi|<(l + -)|xi|. 



d'où 



Xl |<|X2 |< (1 + - ) |xi I . (10.7) 



Grâce à lllfl.7|l et à l'hypothèse Hir).l|l du théorème llfl. IL on a la série d'inégalités 
suivante : 

|y|'=|xi-X2 I' = |X2 |' + |X1 |'-2<Xi,X2 > 

= (I X2 I - I Xl |)'+2(| Xl I . I X2 I - <Xi,X2 >) 
= (I X2 I - I Xl I) V 2 (1 - C0S(X1, X2)) I Xl I . I X2 I 



c'est-à-dire 



ou : 



h{y) < |/î(xi). (10.8) 



Maintenant il vient 



hiy)< My) + ^^ + 8 

< ^Hxi) + ^V + 8 (10.9) 

< f(Mxi)-J,-5)-7,-f 

où, dans cette série d'inégalités, la première inégalité suit du théorème 11^1141 du 
formulaire, la deuxième de ljl().8ll et la troisième de l'hypothèse ()10.2|l du théorème 
110.11 Finalement, comme on a d'après le théorème 113.141 du formulaire : h{xi) — 
jrj — 5 = min{/i(xi), /i(x2)} — |?7 — 5 < min{/i(xi), /i(x2)}, on déduit de ljlO.911 : 

e 47 
h{y) < 2 min{/i(xi), ft.(x2)} - 7?7 - y . 

Cette dernière inégalité entraîne, d'après la nronosition 110.61 que nos deux formes 
Qi et Q2 de K[X_-^^, 2^.2] s'annulent, toutes les deux, en (0,0), ce qui implique que 
nos deux formes Pi et P2 de K[Y] s'annulent, toutes les deux, en 0. Ce dernier fait 
montre qu'on a : —y = 0. En effet, le point —y = — y de peut être représenté 
dans P2 par le système de coordonnées projectives {Do{0,y) : -Di(0, y), 1)2(0, y)) = 
(Pi(0) : Di(0,y) : ^2(0)), or lorsque Pi(0) = ^2(0) = 0, cette représentation est 
identique à (0 : 1 : 0) = 0, par conséquent le point —y sera identique à l'origine 
de E. Enfin —y = entraine y = 0, puis Xi = X2, ce qui donne la contradiction 
cherchée avec les hypothèses et achève cette démonstration. 
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11 Démonstration des théorèmes 12. IL 12.21 et 12.31 



Notons dans toute la suite, R l'expression dépendant de e, m et 77 suivante : 

R := (2904m)" [{55e"^ + me-^} rj + {272e"^ + 2me-^}] , 

et désignons respectivement par (/) et (//) les deux systèmes d'inégalités simul- 
tanées (en X e E{K)) : 



Afin de démontrer nos théorèmes principaux sur le décompte des points de E{K) 
satisfaisant le système d'inégalités (/), nous allons estimer le nombre de tels points 
qui sont de hauteurs > R, lesquels sont appelés ci-dessous "points de hauteurs as- 
sez grandes", puis le nombre de ces points qui sont de hauteurs < iî, lesquels sont 
nommés ci-dessous "points de hauteurs assez petites". 

Notons que l'estimation du nombre de points de E{K), satisfaisant le système d'iné- 
galités (/) et qui sont de hauteurs assez grandes s'obtient à partir des théorèmes 19. 31 
et 110. IL alors que pour estimer le nombre de points de E{K) qui sont de hauteurs 
assez petites, nous disposons de deux méthodes différentes qui sont : 

La première 

consiste à remplacer le système d'inégalités (/) par le système d'inégalités (//) 
de sorte que seul le point puisse satisfaire (//) tout en étant de hauteur < R. 

La deuxième 

consiste à estimer le nombre de tous les points de E{K) de hauteurs < R sans 
tenir compte du système d'inégalités (/). Cette deuxième méthode est moins élé- 
mentaire que la première dans le sens où elle nécessite l'utilisation d'un résultat 
fournissant une borne inférieure (strictement positive) pour l'ensemble des hau- 
teurs de Néron- Tate des points non de torsion de E{K) et d'un résultat fournissant 
une majoration pour le nombre de points de torsion de E{K). De tels résultats se 
trouvent respectivement dans [H-Sl] et [Me]. 

11.1 Décompte des points de hauteurs assez grandes : 

Le décompte des points de E{K) satisfaisant le système d'inégalités (/) et qui 
sont de hauteurs > R est donné par le théorème suivant : 

Théorème 11.1 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K 
de degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation projective Y^Z — AX'^ — 
g2XZ^ — gsZ^ {92, ga G K) et d'élément neutre (en tant que groupe) le point à 
l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives (0 : 1 : 0). On munit 
E de la hauteur de Néron-Tate définie au §13, notée h. Soient aussi S un ensemble 
fini de places sur K , ruy {v e Mk), rj les réel positifs définis au §2 et {Xv)y^s '^^^ 
famille de réels positifs satisfaisant : 



dist„(x, 0) < e 
dist«(x, 0) < e 



— Ai,£/i(x) — 2m^,— 



{v^S) 
{v e S). 



(II) 




Soient enfin e un réel strictement positif et m un entier > 2. On a : 




499e 2(„,-i) 
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où r désigne le rang du groupe de Mordell-Weil de E{K). 

Démonstration. — Remarquons d'abord que la conclusion du théorème llfl.ll reste 
toujours valable lorsqu'on remplace les hypothèses de ce dernier par celles du théorème 
l9.3l Dour m = 2. Notons toujours par a le paramètre choisi au sous-paragraphe 10.2, 
par 6 le paramètre du thêorème llO.ll et désignons par r le rang du groupe de Mordell- 
Weil de E(K). Notre procédé consiste à recouvrir l'espace euclidien E(K)®M. ~ W 
par un nombre fini de cônes de centres et d'angles < arccos(l — q;/4), ensuite en 
utilisant les deux théorèmes l9.3l et [Tfl.ll nous aurons un décompte des points de E{K) 
satisfaisant le système d'inégalités (/) et qui sont de hauteurs de Néron- Tate > R, 
dans chacun de ces petits cônes. Finalement, en multipliant le décompte obtenu 
dans un tel petit cône par le nombre de cônes que comporte notre recouvrement, on 
aura l'estimation du théorème 11 1.11 D'après le lemme imi de l'appendice, le nom- 
bre minimal de cônes d'angles < arccos(l — a/4) suffisant pour recouvrir l'espace 

euclidien E{K)®M. ~ W est majoré par {l + < (^499e"2(™-i) ^ (en vertu du 

choix du paramètre a effectué au sous-paragraphe 9.2). Dans un tel recouvrement, 
supposons qu'on a £ points de E{K){£ > 1) satisfaisant le système d'inégalités (/), 
appartenant à un même cône et qui sont de hauteurs de Néron- Tate > R. Notons 
par xi, X2, . . . , ces £ points, ordonnés selon l'ordre croissant de leurs hauteurs de 
Néron- Tate : 

R < h{xi) < h{-K2) < ... < h{yit). 

En effectuant la division euclidienne de l'entier positif i — l sur l'entier positif non 
nul m — 1 : 

1-1 = k{m -l)+r, 0<r<m-2; 

considérons parmis les £ points précédents, seulement les points : xi, X2, . . . , 
et soient parmis ces derniers yi , y2 , . . . , y m les m points : 

Yi := Xfc(i_i)+i i = l,...,m. 

On a évidemment aussi : 

R < h{yi) < h{y2) < ... < h{ym)- 

Maintenant, d'une part le m-uplet (yi,y2, . . . ,ym) de E"'''{K) ainsi considéré sat- 
isfait clairement toutes les hypothèses du théorème 19.31 donc -d'après ce dernier- il 
doit exister un entier positif j G {2, . . . , m} tel que l'on ait : 

^(y,) < V2(m- 1) (2904771)" (^iy'"/î(y,_i) (11.1) 

et d'autre part -d'après la remarque faite au début de cette démonstration- les hy- 
pothèse du théorème l 1 . ll sont clairement satisfaites pour tout couple (x„, x„+i), 77 = 
1, donc d'après le théorème 110.11 on a pour tout 77 G {1, 1} : 

/i(x„_)_i) > (1 + 9)h{xn) et plus généralement pour tout 771,772 (771 < 772) dans 
{1, ...,£— 1} : h{xn2) > (1 + 0)"^^"^/i(x„J. En particulier pour un entier j € 
{2, . . . , 777} satisfaisant llll.l|l on a : 

h{y,) = :^(xfc(,_i)+i) > (l + 0)'=/î(xfe(,_2)+i) = (l + efhiy.^i), 
c'est-à-dire : 

^(y,) > a + 9f hiy,^i). (11.2) 

Comme les points yi , . . . , y^ sont de hauteurs de Néron- Tate suppérieures à R 
(donc non nulles), les deux relations Hll.lll et H11.2II entraînent : 

(l + e)'' < 72(777- l)(2904777)"'£^^. 
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log [V2{m - l)(2904m)'"e" 
ce qui donne : k < 



log(l + 0) 

Puis, comme £ — 1 = k{m — 1) + r et r < m — 2, on a : £ — 1 < k{m — 1) + m — 2, 
c'est-à-dire £ < {m — l){k + 1), d'où, d'après la majoration précédente pour k : 



£ < (m - 1) 



'log [\/2(to - l)(2904m)"e"^" 

iog(i + e) " 



En majorant maintenant •\/2(m— 1) par 2™ et en minorant log(l + 0) par j^/ë (qui 
vient simplement du fait que la fonction réelle x >—> gg^ décroissante sur 

]0, -|-oo[ et que 9 := ^y/ë < on a : 

log [V2(to- l)(2904m)'"£~^] i 

-±11^ ^ L + l<i£'2 log 5808m "£-— + 1 

log(l + 6i) - ''Lv J 

< 4e" ^ l m (log m + log 5808) H ^^lloge 

m — 1 



< 4e~2 



TTl 

m (log m + 8.8) H | log e | 

TO — 1 



D'où la majoration finale de £ : 

£ < 4e"^ [m(TO — l)(logrn + 8.8) + m|logc|] . 

On vient ainsi de montrer que le nombre de points de E{K) satisfaisant le système 
d'inégalité (/), qui sont de hauteur de Néron- Tate > iî et contenus dans un même 
cône de notre recouvrement, ne peut dépasser la quantité Ae~2[m{m — l)(logm -|- 
8.8) + 

m I loge |]. Il ne reste qu'à multiplier cette dernière quantité par l'estimation 
(499e~ ^(™"i')''du nombre de cônes constituants notre recouvrement de l'espace eu- 
clidien E{K) (g) M pour aboutir finalement à l'estimation du théorème 111.11 pour 
le nombre de points de E{K) satisfaisant le système d'inégalité(/) et qui sont de 
hauteurs de Néron- Tate > R. La démonstration est achevée. ■ 

Corollaire 11.2 (Immédiat) Sous les hypothèses du théorèm.e nréœdent. on 
a : 

tJ |x e £;(/\ ), X satisfait [II] eth{x) > iîj 
< 4e"5 [m{m - l)(logm + 8.8) -t- TO|loge|] . (^499e"2 



OÙ r désigne le rang du groupe de Mordell-Weil de E{K). 

Démonstration. — Il sufHt de remarquer que le système d'inégalités (//) entraîne 
trivialement le système d'inégalité (/). ■ 

11.2 Décompte des points de hauteurs assez petites : 

11.2.1 Première méthode : 

Comme déjà dit, elle consiste à montrer que l'ensemble des points de E[K) 
satisfaisant l'inégalité (//) et qui sont de hauteurs de Néron- Tate < R, est réduit 
au singleton {0}. C'est le théorème suivant : 

Théorème 11.3 Sous les hypothèses du théorèrn,e \ll.l\ on a : 

jj |x e E{K), X satisfait (II) et /î(x) < ^} = {0} • 
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Démonstration. — Nous procédons par l'absurde, c'est-à-dire que nous supposons 
qu'il existe un point x de E{K) différent de l'origine de E, de hauteur de Néron- 
Tate /i(x) < iî et satisfaisant le système d'inégalités (//), c'est-à-dire satisfaisant : 

dist„(x,0) < e"^"^''(")-^"«-2"--^- < 1 pourwe^. 

Ces inégalités entraînent -d'après la propriété ii) du §2 pour les distances dist^ (w g 
Mk)- que X e E{K) \ {Y = 0} et en désignant par x — {x, 1, z) e son représen- 
tant d'ordonnée Y — 1 dans P2, on a : 

dist„(x, 0) = max (I a; |„, I z 1^) e S. 

Ceci nous permet de déduire du système d'inégalité (//), le système d'inégalités : 

max(|x|,,|z|J < e-^"^''('')-^"«-2""-=" pom v G S. 

En reportant toutes ces inégalités dans la somme : 

et en utilisant l'hypothèse X^ugs ^^-q]"^ ~ obtient : 

< -eh{x) - R. 

Par ailleurs, on a par définition : 



(11.3) 



vGMk 



ce qui donne 



D'où : 



". Q]'^ logmaxd a; |„, | z |J > - X! '■ q]*^ logniax(| x |^, | z |J 

^ - E %^logmax(|xLl,|.|J = -Mx). 

E ^j^;Q]^ logmaxd ^ U > -Mx). (11.4) 

En comparant IjllJ^II et llll.4|l on obtient : 

-e/i(x) - R> -h{x), 
R 

c'est-à-dire : /i(x) > > (1 + e)R = R + eR. 

On conclut, grâce au théorème 1 1 3 . 1 41 d u formulaire : 

3 

> R + eR - -f]-8 
>R (cai-R>^{3/2.r] + 8) 
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Ce qui donne la contradiction cherchée et achève cette démonstration. 



11.2.2 Deuxième méthode : 

Comme déjà dit, elle consiste simplement à estimer le nombre de points de E{K) 
qui sont de hauteurs de Néron- Tate < R, sans tenir compte du système d'inégalités 
(/). On dispose plus généralement d'un lemme estimant le nombre de points (à 
coordonnées dans un corps de nombre donné K) d'une variété abelienne A (définie 
sur K) qui sont de hauteurs de Néron- Tate majorées par une constante positive 
donnée R. Notons que cette estimation dépend de deux quantités liées à A : \a 
première est la plus petite valeur non nulle des hauteurs des points de A{K), qu'on 
désigne par /imin et la deuxième est le nombre de points de torsion de A{K), qu'on 
désigne par jJA(_ft')^^j,. Dans notre cas (A = E est une courbe elliptique), afin d'avoir 
un résultat complètement explicite, on se réfère à [Me] pour majorer 'iA{K)^^^ et à 
[H-Sl] pour minorer /imin, en fonction des invariants habituels de la courbe elliptique 
E. Notre lemme est le suivant : 

Lemme 11.4 Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K et 
munie d'une hauteur de Néron-Tate h et soit r le rang du groupe de Mordell-Weil 
A{K) qu'on suppose non nul. Alors, pour tout réel positif R on a : 



\[^eA{K)/h{^)<R] < iA{K)^ 




où A{K)^^^^. désigne le groupe fini des points de torsion de A{K) et /imii 
plus petite valeur des hauteurs des points de non torsion de A{K). 

Démonstration. — Soient F le groupe de Mordell-Weil de A{K) et pi, . . . , Pr des 
générateurs de T. Le groupe de Mordell-Weil A{K) s'écrit alors : 

A{K) = A(i^),^^, © piZ © • • • © p^Z. 

Posons, pour un réel positif donné R : 

Tr := |x e piZ © • • • © prZ / X 7^ et ^(x) < iîj . 

Il est clair qu'on a : 

{x e A{K) I h{^) <r} = M(i^)tor-Hriî. 

Pour aboutir à la conclusion du lemme ITl .41 on doit alors montrer qu'on a : 

( V^^min ) 

Nous introduisons pour cela l'entier iV > 1 défini par : 



TV 







(où 


1 + 


S'" 









(où [.] désigne la partie entière) 



et nous considérons l'appHcation cl|r„ de Tr dans T/NT, restriction de l'homomor- 
phisme surjectif cl de F dans T/NT associant à chaque point du groupe F sa classe 
modulo le groupe NT : 

Tr C F T/NT 

X I — > cl(x) mod 7VF 
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Le choix de l'entier N pousse l'application cl|r^ à être injective. En effet, si ceci 
n'était pas le cas, il devrait exister au moins un couple (x, y) de F^^ tel que l'on ait 
X 7^ y et cl(x) = cl(y). Pour un tel couple, le point x — y vérifie : cl(x — y) = cl(0) 
et X — y 7^ 0, ce qui revient à dire que x — y G (iVr)* ou en d'autres termes que le 
point X — y s'écrit sous la forme : 

x-y = Nz aveczer\{0}. 

Comme z G r\{0}, z est un point non de torsion, donc sa hauteur de Néron- Tate 
est minorée par /imin- Ce qui permet de minorer la hauteur de Néron- Tate du point 
X — y par : ^ ^ 

h{x - y) = h{N2.) = N^hiz) > N^hrnin- 

Par ailleurs, la hauteur de Néron- Tate du point x — y est majorée par : 

/î(x - y) = I X - y I' < (I X I + I y 1)2 < (Vîî + V^f (car x, y e Tr), 
c'est-à-dire : /i(x — y) < 4iî. 

Il résulte de la majoration et de la minoration de h{x — y) qu'on a : 



4_R 

'imi, 

bien une injection. Finalement l'injectivité de cl|rH entraîne : 



Ce qui conduit à la contradiction N < y—^ et prouve que l'application cl|rjî est 



^Tr < tt(r/7vr) = < 





c'est-à-dire : < _ 

h min 

La démonstration du lemme lTOI est achevée. ■ 

11.3 Démonstration des deux premiers théorèmes principaux : 

Nous déduisons d'abord immédiatement du corollaire 11 1.21 et du théorème 11 1.31 
le théorème suivant : 

Théorème 11.5 Sous les hypothèses du théorème \ll.ll on a : 

H {x e E{K) I X satisfait {II)} < 

4e"^ [m(m - l)(logm + 9) + m|log£|] (^499e~2<"^-i) ^ . 

De ce théorème 1 1 1 . 51 non s apparaît deux faccons de procéder pour optimiser notre 
résultat. La première consiste à choisir l'entier m > 2 (en fonction de e et r) de 
faccon à rendre la quantité R — R{m) minimale afin d'affaiblir le mieu possible 
le système d'inégalité (//). La deuxième par contre consiste à choisir m pour ren- 
dre plutôt la quantité du théorème 111.51 estimant le nombre de points de E{K) 
satisfaisant (//), minimale. Le corollaire 114.101 de l'appendice montre que pour e 
suffisamment petit (plus précisément e < j^^), l'entier : 



mo 



2|log£| 



log |loge| — loglog |loge| + 16 
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(avec [.] désigne la partie entière), minimise presque iî et on a : 

R{mo) < 56(77 + 5)£"^~i°sifoEei . 
D'autre part, un simple calcul montre que la quantité : 

4£~^ [mo(mo - l)(logTOo + 9) + mo |loge|] (^499e"2<'"o-i)) 

est majorée par : 

Ms-^^^\logef^\\og\\oge\y^^^ x 4996" ^/^g^pl^^ loge] log|loge 

Le premier théorème principal résulte ainsi simplement du théorème lll.5l nour 
mo. 

Par ailleurs, le corollaire 1 1 4 . 1 21 de l'appendice montre que l'entier : 



mi 



-|loge| 



(avec [.] désigne la partie entière) minimise presque la quantité : 

4e"^ [m(m - l)(logm + 9) + m|loge|](^499£"^<^^ 

et lui donne une valeur 

< 2r^e~^ (|loge|)^(logr + log |loge| + 82)(^499e"5 

D'autre part, un simple calcul montre que la valeur de R lorsque m vaut mi est 
majorée par : 

R{mi) < exp|(^|loge| + 2)(log|loge|+logr + 16) + log(77 + 5)}. 

Après toutes ces majorations, le deuxième théorème principal résulte du théorème 
111.51 en prenant m = mi dans ce dernier. 



11.4 Démonstration du troisième théorème principal : 

Du théorème 111.11 et du lemme [Tl.4l nour A = E résulte immédiatement l'esti- 
mation : 



t{x e E{K) I X satisfait (/)} < %E(K)^^^ 1 



/4iî(m) 



l)(logm + 9) + m|loge|](499e" 

Il reste à choisir l'entier m de faccon à optimiser cette estimation. Pour ce faire, on 
remarque que lorsque m est assez grand, la quantité : 

4e"^ {m{m - l)(logTO + 9) + m|loge|]^499e"2(™"-i) 

devient négligeable devant la quantité : 



1 



X iî(m)5 > ((2904m)™e-^)' 
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Donc, optimiser l'estimation précédente revient presque à optimiser R{m), or ceci 
a été déjà fait dans la démonstration du premier théorème principal. En prenant 
comme dans ce dernier : 



m = niQ := 



2\\oge\ 



log |loge| — loglog |loge| + 16 



(avec [.] désigne la partie entière) et en tenant compte des estimations faites au cour 
de sa démonstration, le théorème [Ol suit. 



12 Démonstration des corollaires 12. 4L 12.51 et 12.61 

L'argument qu'on utiHse pour déduire le corollaire 12.41 (resp 12.51 et I2.6|l du 
théorème 12. Il fresn 12.21 et ITÏÏjl est l'objet du lemme suivant : 

Lemme 12.1 Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K de 
degré D, plongée dans P2 à la Weierstrass, d'équation projective Y^Z = 4X'^ — 
g2XZ'^ — gsZ^ (ff2,53 G K) et d'élément neutre (en tant que groupe) le point à 
l'infini représenté dans P2 par les coordonnées projectives (0:1:0). 
Supposons que pour tout réel strictement positif e, pour tout ensemble fini S de 
places sur K et pour toute famille {^v)y^s '^^ réels positifs satisfaisant : 

il existe une application : 

F : Mk R+ 

V ^ Fy 

tel que le système d'inégalités simultanées : 

dist,{-K, 0) < e-^"'^''(^)-P'" {v e S) 

-dont les inconnues sont les points x de E(K)- n'admet qu'un nombre fini de solu- 
tions constituant un ensemble de cardinal majoré par une fonction positive : 

fctEjj{e,S) 

en e et S . 

Alors pour tout réel e > et tout sous-ensemble fini S de places sur K ; pour tout 
choix de réels < e'(T) < e, associés aux sous- ensembles T de S, l'inégalité : 

ves 

n'est satisfaite que par un nombre fini de points x de E(K) constituant un ensemble 
de cardinal majoré par : 



y- (A{T) 



Ti£V{S) 



card (T) - 1 
V card (T) - 1 



fct^n (e'(T),T) 



où V{S) désigne l'ensemble de toutes les parties de S et A{T) le plus petit entier 

^ E'(T)card(T) 
- e-e'{T) ■ 
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Démonstration. — Soient e un réel strictement positif et S un ensemble fini de 
places de K. Désignons par X l'ensemble des points x de E{K) satisfaisant l'iné- 
galité : 



[|dist^(x,0)-rK^ < g-'^'»(x)-L.e 



s [K:Q] 



(12.1) 



et par tt l'application de X dans V{S) associant à chaque point x e X l'ensemble 
7r(x) des places w de S pour lesquelles x satisfait l'inégalité : 



dist^(x, 0) < e' 



Il est clair que tt est bien définie, de plus on peut remarquer d'après Ijl2.1ll que pour 
tout X G X, le sous-ensemble 7r(x) de S n'est jamais vide, ce qui revient à dire qu'on 
a:^-i({0}) = 0. 

Soit maintenant T un sous-ensemble quelconque de S tel que 7r^^({r}) ^ 0, T 
est donc non vide puisque on vient de remarquer que 7i'~^({0}) — 0- Par définition 
même de l'application tt, on a : 



Vxe7r-i({T}),Vuer: dist„(x,0)< e~^^ 
Vx e Tr-\{T})yv eS\T: dist„(x,0) > e'^^. 



(12.2) 
(12.3) 



Des deux inégalités 1112. l|l et Ijl2.3|l . on déduit l'inégalité importante : 

Vxe 7r"i({r}) : Yl dist^(x,0)T^ < e^'^'^'"'^^-'^'^ (12.4) 



Définissons maintenant pour tout x € vr ^(T) et pour toute place v dans T le réel 
positif (x) par : 



dist,(x,0) = e-«-(")^''('')-^" 
1 [K- : Q] 



Ç.(x) 



cardT [K^ : Q„] 



si /i(x) ^ 
si h{x) = 



(12.5) 



(lorsque ft-(x) ^ 0, l'existence de Ci;(x) est justifiée par Ijl2.2ll l. 
D'après l|12.4|l on doit avoir : 

vxe.-(m): E^^^^w ^ 1- 



veT 



(12.6) 



Maintenant on a pour tout x e tt ^({T}) : 
A(r) + card(T) < A{T)^^ 



< 



E 



A{T)- 



e'{T) [K 



(d'après HTT^ ) 
card (T); 



d'où 



yxen-\{T}): A{T) < E 



AiT)- 



e ]K„ 



e'{T) [K 



-e.(x) 



(12.7) 
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Cette dernière inégalité H12.7II entraîne -pour tout x g tt ^({T})- l'existence d'une 
famille d'entiers positifs (at,(x))^gj, satisfaisant pour toute place v e T : 



et 



a„(x)< ^A(r)-^^^^e.(x) 
5^a.(x) = A(r). 



(12., 



(12.9) 



Or, l'équation (jl2.9|l admet exactement ('*^'card(T)?L'' ^) solutions en entiers positifs 
(a«)i,gTi donc il doit exister un sous-ensemble Et de 7r~^({T}) de cardinal : 



card(i?T) > 



card(^-i({r})) 

M(T)+card(T)-l\ 
V card(T)-l / 



(12.10) 



tel que pour toute place v G T, les entiers positifs a„(x), x g Et soient tous égaux. 
Notons alors simplement l'entier positif at,(x) (x € Et) par a„ (pour toute place 
V eT). Ces iav)^f=T satisfont d'après 1112. 8|) et H12.9|l : 



Vx e i^T : < A(r) ^ (x) 



s'iT) [K 



et 



(12.11) 



(12.12) 



Posons aussi pour toute place v £T : 

Uv [K 



Xv : — 



AiT) [K, : Q,] 



(12.13) 



D'après 1112. ll|l et 1112. 1211 ces réels positifs {Xv)^çt satisfont pour toute place v € T 
et tout X e Et : 



Xve'{T)< ee«(x) 



(12.14) 



et 



E 

■uST 



[K 



A„= 1. 



(12.15) 



On vérifie aisément grâce à l'inégalité H12.14II et à l'égalité (de définition) 1112. 5|l 
(lorsque /i(x) ^ 0) et grâce â l'inégalité H12.2|l (lorsque /i(x) = 0) qu'on a : 



Vx e : dist,(x, 0) < e-^"^'(^)''(")-^" Vt; G T. 



(12.16) 



Or d'après l'hypothèse du lemme imi le nombre de solutions x G E{K) du système 
H12.16|l est majoré par /ct^ c(e'(r),T). D'où : 



card(£;T) < /cts,D(e'(T),r) 



(12.17) 
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et puis, par Ijl2.1flll . on en déduit qu'on a : 

card(.-i({r})) < ["^^^l^^J'^^^^l ')fct^,nie'{nT). (12.18) 



Remarquons enfin que cette dernière inégalité H12.18|l est trivialement satisfaite 
lorsque Tr-^{{T}) = 0, donc H12.18|l est valable pour tout T dans 'P(S'). 
En additionant membre à membre les inégalités Ijl2.18|l correspondant à chaque 
T e V^S), on obtient : 

Y. ca..d(.-'({r})) < Y. r'''i!;m-T>''-''<^'<^>-^'' 

Te-p(S) Tev(S) ^ ^ ' ^ 

Pour conclure, il ne reste qu'à remarquer que 'YliTeV(S) ~ card(X). 

La démonstration est achevée. ■ 

Dans ce qui suit, nous allons en déduire le corollaire 12.41 du théorème 12.11 en 
utilisant le lemme [T2 . Il précédent ; les deux autres corollaires 12 . 51 et l2 . 61 se déduisent 
respectivement des deux théorèmes 12.21 et 12.31 exactement de la même manière. 
Nous appliquons le lemme [T2. Il avec : 

56{t] + 5)£"^"i°si'°"5^i A„ + 2m„ + Cy \fv e Mk 
fctE{e,S) = 34e-i/2aioge|f '(log|loge|r'/' [me~^/^exp(^^\\oge\ log|loge|) 
= fct^{e) (indépendante de S) 

VT e V{S) : e'(T) = | et A{T) = card(r). 

Ainsi, d'après le théorème l2.1l l'hypothèse principale du lemme n"2.1l est bien vérifiée, 
donc ce dernier entraine que l'ensemble des points x de E{K) satisfaisant l'inégalité : 



;S [Jf:QI 



n dist,(x,0)T^ < e-^'^W-E.e^ 



est de cardinal : 



^ (A{T) + card(T) - 1\ 
L [ card(r)-l jf-^Eieinn 



< 

Tev{S) 



c'est-à-dire : 

<, Sr /^2card(T)-l 

< /ct^^J. (^eard(r)-l 

^ f<^^E (I) . (^^^f ^) (en posant n = card(T)) 

card (S) 



ri=0 



< 5" 



Par ailleurs, en utilisant l'hypothèse : 

K 



ves 
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et en majorant J2v<£S ^^k%]^ ■ 



2^ [K : Q] - ^ [X : Q] " ^ [if : Q] " ' 
on en déduit pour la quantité : X^uss ^'^■q]'^ majoration : 



dist„(x,0)"n^ < e'"'"'^""''^-^^ -vmr^- 



ce qui entraîne que l'inégalité : 
iisti,(x, Oj 

est impliquée par l'inégalité : 
list^u(x, 0] 

lies 

Le corollaire 12 .41 s'ensuit . La démonstration est achevée. 



n dist„(x, 0)"t^ < e--''(-)-'"("+5)^^ . 



13 Formulaire 

Dans tous ce paragraphe, soit E une courbe elliptique définie sur un corps de 
nombres K et plongée à la Weierstrass dans l'espace projectif P2 et soit : 

Y^Z^AX'^--g2XZ^-giZ^ 92,93 &K 

son équation projective dans ce plongement. 

Nous donnons dans le théorème 113.11 nui suit trois familles de formules d'addition 
explicites sur E ainsi que les cartes où chacune de ces familles de formules est 
valable, de manière à avoir un atlas constitué de trois cartes de E^. 
Dans le théorème ll3.3l nous montrons, par un procédé de récurence, l'existence d'une 
famille de formes représentant globalement la multiplication d'un point de E par 
un entier positif n donné. Le degré et la hauteur de ces formes est bien contrôlé en 
fonction de n et de la hauteur de E. Notre référence principale pour ce théorème 
UnSlest le chapitre 2 de [La3]. 

Enfin dans le théorème 113.141 nous donnons une valeur explicite pour la constante 
de Néron- Tate de i? ^ P2 qui est essentiellement celle de [Zi-Sch] et [Dal]. 

13.1 Formules d'addition sur E : 

Nous appelons système complet de familles de formes représentant l'addition sur 
i? ^ P2, la donnée d'un nombre fini de familles de formes = (A^o, An, Ai2), i E I 
( / fini ) de K[{Xi,Yi, Zi), {X2,Y2, Z2)] et d'un nombre fini d'ouverts non vides 
G I de E^ formant un recouvrement pour E^ tel que pour tout i S / et pour 
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tout couple de points (pi, P2) E ili C E'^,\e point Pi + P2 de E peut être représenté 
dans P2 par le système de coordonnées projectives Ai{pi,P2) = (Aîo(pi,P2) : 

^il(Pl,P2) : Ai2(pi,P2)). 

Notons que dans un système complet de familles de formes représentant l'addition 
sur E, il n'est pas vraiment nécessaire de préciser les ouverts G I de E'^ corre- 
spondant à chacune des familles de formes -A^, z G /. En effet si ^ = (Aq, Ai, A2) est 
une famille de formes de K[{Xi,Yi, Zi), (X2, 12, Z2)] représentant l'addition sur E 
sur un ouvert non vide f2 de E'^ alors A doit certainement représenter l'addition sur 
E sur tout le sous-ensemble de E'^ là où les trois formes A(),Ai et A2 ne s'annulent 
pas simultanément. Ce dernier étant un ouvert de E'^, no dépend que de la famille 
de formes A et contient 0, qu'il peut avantageusement remplacer. On a le théorème 
suivant : 

Théorème 13.1 Un système complet de familles de formes représentant l'addition 
sur E est donné par : 

1) Ao := Yi^X2Z2-2XiYiY2Z2 + 2YiZiX2Y2-3g3XiZiZ2^ -g2Xi^Z2'^ 

'^'^Sj.Zx'X^Z^ + .g2^i^-'^2^ ^ ^iZxY-^ 
Ax := Yi2y2^2+ 333^1^1^22+32^1^^2' + 232^1^1X2^2-^1^1^2^ 
— \1X\Y\X2^ — 333^1^12.^2 — 232X1^112.^2 — 32-^l'^2i^ 

+12X1^X2^2 

A2 := Yi^Z2^ +g2XiZiZ2^ - g2Zi^X2Z2-l2Xi^X2Z2- Zi^Y2^ 
+12X1^1X2^ 



2) Ao := 4yi2X2'+32'^1^1^2' + 1233^l'^22-52'^l'^2^2 

+432X12X2^2 - 1233^1^X22 - 432X1 ZiXa^ - A.Xi^YÎ' 
Al := 4yi2X2F2 - 32'n^i^2^ - 1233X1 FiZs^ - 2433^1^1X2^2 

-832X1^1X2^2 - 432^^1X2' - 4X1 ^1^2' + 32'^l'>'2^2 

+2433X1^1^2^2 + 432X1^^2^2 + 1233^12X2^2 + 832X1^1X2^2 

A2 := Wx^X2Z2 + 8X1^1^2^2 - 8YiZiX2y2 - 1233X1^1^2' 
-432X12^2' + 1233^1^X2^2 + 432^1^X2' - 4X1Z1F2' 



3) Ao := 4^1^X2 1^2 +.92'î"i ^1^2' + 1233X1^1^2' + 2433^1^1X2^2 
+832X1^1X2^2 + 432Y1Z1X2' + 4XiYiy2' + .92'^i'y2^2 

+ 2433X1^1^2^2 + 432X1^^222 + 1233Zi2X2y2 + 832X1^1X2^2 

Al := 4yi2y2' + (32' - 3633') Zi'Zs' - 123233X1 Z1Z2' - 432'Xi2Z2' 
-1232332i'X2Z2 - 1632'XiZiX2Z2 - 14433X12X2^2 
-432'Zi'X2' - 14433X1 Z1X2' - 4832X1^X2' 

A2 := AYi^Y2Z2 - 1233^^1^2' - 432X1^^2' - 832F1Z1X2Z2 
+4^121^2' + 48X1^1X2' - I233Z12F222 - 832X1^1^2^2 
-43221^X21^2 + 48X1^X2^2 

Ainsi, ces trois familles sont constituées de formes de hidegré (2, 2) et sont -pour 
toute place v de K- de hauteur logarithmique v-adique hv{A) majorée par : 
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pour 1) 
pour 2) 
pour 3) 




log 12 si V est infinie 
si V est finie 

log 24 si V est infinie 
si V est finie 

log 144 si V est infinie 
si V est finie 

Par conséquent, ces trois familles de 1),2) et 3) sont de hauteurs de Gauss-Weil 
majorées respectivement par rj + log 12,2i] + log 24 et 3?7 + log 144. 
Par ailleurs, quand v est une place infinie sur K, ces trois familles de 1),2) et 
3) sont de longueurs logarithmiques v-adique tv{A) majorées respectivement par : 
niv + log 38, 2m.„ + log 106 et 3my + log 425. 

Démonstration. — Ce système complet de formules d'additions est celui donné 
dans [La- Ru], on n'a fait que développer les calculs de cette référence. ■ 

Remarque 13.2 Les trois familles de formules d'additions données par le théorème 
sont aussi de hauteurs de Gauss-Weil majorées par h{l : : .93^) + log 144. 



13.2 Formules de multiplication d'un point de E par un en- 
tier positif donné : 

Nous consacrons ce sous-paragraphe à la démonstration du théorème suivant : 

Théorème 13.3 Pour tout entier n > 1, il existe une famille de formes F*-"-* :— 
(Fo Fi^"-*, ^2^"'') de K[X,Y, Z] de degré chacune, représentant globalement la 
multiplication par n sur E ^ ¥2 tel que pour toute place finie (resp infinie) v de K , 
la hauteur logarithmique locale v-adique hy (resp la longueur logarithmique locale 
v-adique £y) de la famille F*^"-' est majorée par ^rriy.n'^ (resp par ^{rriy -t- 3).n^). 
Par conséquent cette famille de formes F*-"-* est de hauteur de Gauss- Weil majorée 
par : 

Afin de démontrer ce théorème, on se réfère dans toute la suite de ce sous-paragraphe 
au chapitre 2 de [La3] . Soit p la fonction de Weierstrass associée à F et A le réseau 
de périodes de F. La courbe eUiptique F est alors isomorphe au groupe abéhen C/A 
et l'isomorphisme en question est donné par : 

p:C/A — > F 

z I — > (p(z) : p'(z) : 1) si z ^ 
I — > (0:1:0). 

Pour tout n e N, notons (C/A)„ le sous-groupe des points de n-torsion de C/A. 
D'après le chapitre 2 de [LaS], il existe pour tout entier n > 1 une fonction elliptique 
/„ vérifiant : 

uzf = n (^(^) - ^(")) ■ (13-1) 

Pour tout n >1, les zéros de la fonction elliptique /„ sont les points de n-torsion 
de C/A autre que et se sont tous des zéros simples, par ailleurs ses pôles sont les 
points du réseau A et sont évidemment d'ordre (n? — 1) chacun. On sait aussi d'après 
[LaS] que les fonctions /«, (n > 1) s'écrivent comme des polynômes à coefficients 
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dans K en p{z) et p'{z)^ c'est-à-dire qu'il existe une suite de polynômes {Qn)n>i 
de K[X, Y] tels que : 

Uz)=Qn{p{z) , p'{z)) Vn>l. 
On peut même préciser qu'on a : 

• si n est impair : Qn{X,Y) = Pn{X) où P„ est un polynôme de K[X] de degré 



2 



et de coefficient dominant n. 



• si n est pair : Qn{X,Y) = \YPn{X) où P„ est un polynôme de K[X] de degré 



et de coefficient dominant n. 



2 

Il est vérifié dans [La3] qu'on a : 



gi(X,y) = l , Q2{X,Y) = Y , Q3iX,Y) = 3X^-^g2X^-3gsX-^g2^ 

et Qi{X,Y) - (^4X^^5g2X^~20g3X^-^g2^X^-g2g3X~2g3^ + ^ 

Posons aussi, par convention, Q-i = —1 et Qq = 0. Le théorème 1.3 du chapitre 
2 de [La3] donne des formules de récurence permettant de calculer de proche en 
proche ces polynômes Q„,n > 1. Ces formules sont : 

w ^ -, . J Q2n+1 = Qn+2Qn - Qn~lQn+l n-iO\ 
- l YQ2n = Qn (g„+2QLl " Qn^2Ql+^) ' ^'"^-'^ 

Grâce à ces formules de récurence, on peut donner des estimations pour les hauteurs 
(ou longueurs) locales des polynômes Qn,n> 1. On obtient le lemme suivant : 

Lemme 13.4 Soit v une place sur K et ^ := ^J\, on a : 
• quand v est infinie et n>2 : 

Lv{Qn) 1^ 



^(4M„) * si n est impair 

„2_4 

^(4Mi,) * si n est pair 



• quand v est finie, v \ 2 et n > l 

Hv{Qn) < 



(AMy) * si n est impair 
(4M„) * si n est pair 



et quand v est finie, v \ 2 et n> 1 

Hy{Qn) < 



My 1- si n est impair 
My ■! si n est pair 



Démonstration. — On procède par récurrence. 

-Dans le cas v infinie, on vérifie l'estimation du lemme imi nour n = 2, 3, 4, 5, 6 et 
puis on utilise les formules H13.2|l en distinguant les cas : n = 4fc, 4fc + 1, 4fc + 2, 4fc + 
3 (fc G N*) pour la récurrence. 

-Dans le cas v finie, on vérifie l'estimation du lemme [T3. 41 pour n = 1, 

2,3,4 et puis on utilise aussi les formules 1113. 2|l en distinguant les mêmes cas que 

précédemment pour établir la récurrence. ■ 

Du lemme [T3.4I découle immédiatement le corollaire suivant : 



67 



Corollaire 13.5 Soit v une place sur K et S, :— y\. On a 
• quand v est infinie et n>2 : 



quand v est finie, v \ 2 et n > 1 



^(AMy) * si n est impair 
2Ç(4M^) si n est pair 



{4:My) si n est impair 

^(4M„) * si n est pair 



• et quand v est finie, v \ 2 et n> 1 : 

Hy{Pn) < 



My i si n est impair 
My -4 si n est pair 



Enfin, on trouve aussi dans [La3] des formules exprimant les fonctions elliptiques 
p(nz) et p'{nz) (pour un entier n G N*) en fonction de p{z), p'{z) et des frmm £ W . 
Ces formules sont : 

r p(nz) = p(,)-/:.±ig^-M 

Ces formules H13.3II donnent -a priori- des formes représentant la multiplication d'un 
point de E par un entier ti > 1, mais écrites en fonction des polynômes Qm, m> l. 
On pourra donc estimer leurs degrés et hauteurs grâce au lemme 113.41 En efltet, 
soient pour n > 1 les polynômes suivants de K[X, Y] : 



fI,"\x,Y) XQUX,Y)-QnQn+iQn-i{X,Y) 

= ^{Qn+2Ql-l-Qn-2Ql+l){X,Y) (13.4) 

QUx,Y). 



Ft\x,Y) 
On peut énoncer : 

Lemme 13.6 Pour tout point p := (x : y : 1) de E \ {0} et tout entier n > 1, le 
point n.p de E est représenté dans P2 par les coordonnées projectives : 



.p=(Ft\x,y):Fl-\x,y):Ft\x,y) 



Démonstration. — Soit p := (x : y : 1) := {p{z) : p'(z) : 1) avec z € (C/A)*, un 
point de i?\ {0} et soit n un entier > 1. On peut représenter le point n.p de E dans 
l'espace projectif P2 par : 

n.p = {fn{z)p{nz) : fl{z)p'{nz) : fl{z)) 

I -f3/ \ / \ f I \ f t \-C / \ fn+2{z)fn-l{z)^ ~ .în-2{z)fn+l{z)^ j.3 , \ 
= \fn{z)p{z) - fn{z)fn+l{z)fn-l{z) : : /„(z)l 



xQlix^y) - QnQn+iQn-i{x,y) : -iQn+2Ql-i - Qn-2Ql+i){x,y) :Q^(x,y) 



[Ft\x,y):Fi-\x,y):Ft\x,y) 
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où la deuxième égalité vient des formules H13.3II . Pour compléter la preuve de notre 
lemme, il ne reste qu'à vérifier que cette représentation du point n.p est bien définie 
dans P2, c'est-à-dire que les trois expressions Fq^^\x , y) , fI^^\x , y) et F^^'^x^y) ne 
peuvent s'annuler simultanément pour un point p = {x : y : 1) de E\{0}. Procédons 
par l'absurde. Supposons que pour un certain point p — {x : y : 1) — {p{z) : p'{z) : 
1) de i?\{0} et pour un certain n> 1 on a : Fg^\x, y) ~ F^"'\x, y) ~ F^^^x, y) — 0, 
ceci revient à dire qu'on a : 

Qn{x, y) = -{Qn+2Ql-l - Qn-2Q'i+l){x, y) = 0, 

y 

qui s'écrit en fonction de z : 

Uz) = -i- (/„+2/,tl - în-2fl+,) (z) = 
P [^) 

et qu'on peut écrire aussi d'après les formules : 

Maintenant, on a d'une part : 

fn{z) = ^ Z e (C/A)„, z ^ 
et d'autre part, en reprenant l'expression Ijl^llU pour Jn{z)^ on a : 

= 4 n (pw - 

«e(C/A)2„ 

«^(C/A)„ 

donc : 

4^(z) = ^ zG(C/A)2„, z^(C/A)„. 

Jn 

On voit ainsi que les deux fonctions elliptiques /„ et ^ ne peuvent pas s'an- 
nuler simultanément, par conséquent {X, Y), f/"^ {X, Y) et i^^"^ (X, Y) ne peu- 
vent pas s'annuler simultanément aussi. La représentation np = {Fq^\x,Y) : 
f}"'\x,Y) : F2^"\A:,r)) est effectivement bien définie sur P2 pour tout point 
p = {x : y : 1) il E \ {0} et tout entier n > 1 ce qui achève cette démonstra- 
tion. ■ 

Problême : On peut voir facilement que les polynômes et Fj^-^n > 1) 

de K[X, Y], représentant la multiplication d'un point p de i?\ {0} par l'entier posi- 
tif n, sont de degré < et de hauteur de Gauss-Weil majorée par |(?7 -I- 4).n^ 
(qu'on estime grâce au lemme imjl . Le problême est que lorsqu'on les homogénéise 
en des formes _Fq"'', et Fj"^ de K[X, Y, Z], les formes homogènes obtenues sont 
non définies à l'origine, ce qui est indésirable. Pour régler ce problème, nous al- 
lons réduire (en un certain sens) les polynômes Fq^\f^"'^ et F^"'^ {n>\) modulo 
l'équation affine de la courbe elliptique E, qui est Y"^ = AX'^ — 52 AT — et nous ho- 
mogénéisons ensuite les polynômes réduits ainsi obtenus qui donnerons cette fois-ci 
des formes représentant globalement la multiplication d'un point de E par n. Il est 
important de signaler que dans cette réduction on gagne un peu sur les degrés (on 
obtient des formes de degré n^, ce qui est optimal) mais on perd sur l'estimation de 
la hauteur (on obtient une famille de formes de hauteurs majorées par |(?7 -|- 3).n^). 
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Réduction des polynômes Fq"'\F-^"'^ et É^""^ modulo l'équation affine de 
E : 

Nous définissons T l'application de réduction modulo l'équation affine de la 
courbe elliptique E par : 

T : K[X,Y] — > K[X,Y] 

associant à chaque polynôme P de F] le polynôme T{P) de -ftr[X, F] dont le 

degré en X est < 2 et qui équivaut à P modulo l'équation affine de E. Il est clair 
que T est uniquo et bien définie. Etant donné P un polynôme de ii'fX, y], pour 
calculer concrètement T{P) on procède comme suit : 

• si rfiP < 2, on prend T{P) = P, 

• sinon, X'^ divise forcément l'un au moins des monômes de P, on remplace un 
tel X^ par jÇV^ + g2X + g^) et on réitère cette opération jusqu'à l'obtention d'un 
polynôme de degré en X inférieur ou égal à 2. C'est ce dernier qu'on prend pour 
T(P). 

Posons pour tout n G N : T„ := T(X"), les T„,n G N, sont donc des polynômes de 
y] dont le degré en X est < 2. Les premiers T„ sont : 

To(X,F) = 1, Ti(X,F) = X, T2{X,Y) = X\ 

TsiX, Y) = \{Y^+ g2X + gs) = \g2X + -^{Y^+g^),... ctc 

Pour n € N, écrivons T„ comme polynôme en X (de degré < 2) à coefficients 
polynômes de K\Y] : 

Tn{X, Y) = A^{Y)X^ + B^{Y)X + C„(y). (13.5) 

Les premiers éléments des suites (An)„, {Bn)n et (C„)„ sont alors : 

Ao = 0, Ai = 0, A2 = 1; 
Bo = 0, Bx = 1, B2 = 0; 
Co = l, Ci^O, C72 = 0. 

Nous établissons maintenant des relations de récurrence permettant de calculer de 
proche en proche les A„, i3„, C„ (n G N). On a pour tout n € N : 

T„+i := r(X"+i) 
= T{XT^) 

= T{Ar,{Y)X'' + Bn{Y)X^ + Cn(Y)X) 

"1 



= An{Y) 



t{Y^+g2X+g^) 



Bn{Y)X' + Cn{Y)X 



Br,{Y)X^ + Q52A„(F) + Cn{Y)j X + ^{Y^+ gs) An{Y), 



d'où 



An+l — Bn 

Vn e N : <( Bn+i = \g2An + C„ . (13.6) 

Cn+l = !(>''+. 9.3) A. 

En utilisant ces formules, on déduira d'autres formules de récurrence liant les termes 
de chacune des trois suites [An)^, (^ra)n (C'„)„ indépendamment des termes des 
deux autres. On montre qu'on a pour tout n € N : 

= \g2An+i + \{Y^ + g3)An 

= h2Bn+l + \{Y^+g:^)Bn • (13.7) 

= |52C„+i + |(y2 + 53)c„ 
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Maintenant, grâce à ces formules de récurrence et l|13.7|l . nous allons estimer 

les degrés et les hauteurs locales des polynômes ^„,i?„ et C„ (n e N) de K[Y] et 
nous en déduisons plus généralement des estimations pour les degrés et les hauteurs 
locales d'une réduction T{P) d'un polynôme P G K[X] modulo l'équation affine de 
notre courbe elliptique E, en fonction du degré et des hauteurs locales de P; il ne 
reste après cca qu'à appliquer ces estimations aux polynômes i^'"^ , i^*-"^ et i^^"^ (n € 
W) pour en déduire des estimations pour le degré, les hauteurs locales ainsi que la 
hauteur de Gauss-Weil de leurs réductions T{Fq^"''),T{fI"'^) et T{f}"^) {n e N*) 
modulo l'équation affine de E. 



a)-Estimations sur les degrés : 

Le lemme suivant estime les degrés des polynômes A„, iî„ et C„ {n G N) et donne 
même les degrés exacts de ces derniers ainsi que la valeur du coefficient dominant 
de chacun lorsque g2 7^ 0. 
Lemme 13.7 Pour tout n G N* ; 

• An est de degré < 2(n— 2[|^] — 2) et le coefficient de y2(n-2[f]-2) ^^^j^ écriture 

canonique vaut ( 2 + 3p] — n J '^^^ ^ ' 52^^'^'^'^" 

• Bn est de degré < 2{n — 2[î^] — 1) et le coefficient de y2(n-2[ii±i]-i) ^^^^^ ^^^^ 

écriture canonique vaut |^ i_|_3["+i] fi J "(i-' ^ " 52^^^'~^' " 

• C„ est de degré < 2{n - 2[2yi] - 2) et le coefficient de y2(n-2[i3i]-2) ^^^^ 

écriture canonique vaut |^ 3_|_3|-n-ij ^ J ■ij) • (72"^^^'^^'^" • 

Démonstration. — Pour obtenir les estimations concernant les An {n G N), on 
procède par récurrence en utilisant la relation : An+3 — \92An+i + \{y'^+g3)An (n G 
N) de ifTÏÏTzIl et cette récurrence se fait en distinguant les trois cas : n = 3k, n = 3fc+l 
et n = 3fc + 2 (fc G N). Les estimations concernant les Bn et les C„ {n G N) peuvent 
se déduire ensuite directement de celles des An -sans refaire la récurrence- grâce 
aux deux relations : Bn = An+i et C„ = j{Y^ + .g3)A„_i (n G N*) de 1113. ■ 

Le lemme qui suit est une conséquence du lemme 113.71 précédent, il donne le 
degré total et le degré en Y d'une réduction T{P) d'un polynôme P G K[X] modulo 
l'équation affine de E et donne aussi un monôme significatif de l'écriture canonique 
de T{P). 

Lemme 13.8 Pour tout polynôme P de K[X] de degré n G M et de coefficient 
dominant an G K* , sa réduction T{P) modulo l'équation affine de E vérifie : 

et T[P) contient dans son écriture canonique le monôme 



Démonstration. — En utilisant le lemme 113.71 et en distinguant les trois cas 
n = 3fc, n = 3fc -|- 1 et n = 3A: -I- 2 on montre qu'on a pour tout n G N : 

dlotTn<n~[-] , d°YT„<2[-] 

et que r„ contient dans son écriture canonique le monôme : 

1 \ " „_3[:j] 2[f ] 

4 
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Une remarque, utile pour la suite de cette démonstration, qu'on peut tirer immédi- 
atement de ce qui précède est que pour tout couple {k, ^) S N^, {k < £), le coefficient 
de X^^-^IsIf^Ij] jans l'écriture canonique de Tk est nul. En effet si ce coefficient 
était non nul, on aurait : 

d1otTk>i-[^] et d°YTk>2[^], 

c'est-à-dire : 

fc-[3]>^-[3] et 2[-]>2[-] 
ce qui est clairement impossible puisque k < £. Donc ce coefficient est effectivement 

n 

nul. En écrivant maintenant P{X) —: UiX^ (a„ ^ 0), on a : 

i=0 

n n 

T{P) = ^a.r(X*) = ^a,Ti 

d'où: dl,tT{P) < max (d?otT, , 1 = 0, . . . , n) < n-[f], 

d^r(P) < max(d'^r, , i = 0, < 2[f] 

et, de plus, d'après la remarque précédente T{P) contient dans son écriture canon- 
ique le monôme a„(i)''^'x"~^[tll"2[t] , donc on a bien d°otT{P) = n - [|] et 
dYT{P) = 2 [2-] ce qui achève cette démonstration. ■ 

Nous passons enfin, dans le corollaire qui suit, à l'estimation du degré total et 
du degré partiel en Y des réductions respectives T(i^*^"''), T(i^[*^"'') et T(i^*-"'') des 
polynômes et É^"^ (n g N) modulo l'équation affine de E, en donnant en 

même temps un monôme significatif l'écriture canonique de r(i^'""''). 

Corollaire 13.9 Pour toutn E N, les polynômes réduits T{Fq"^),T{fI"^ ) etTi^È^^^) 
des polynômes F^^\ F^"^ et F^"''^ respectivement, modulo l'équation affine deE, sont 
de degré total < n? et de degré partiel en Y strictement inférieur à pour T{F^"'') 
et T{f}''^) et égal à r? pour T{f'^^^\ De plus, TiF^^^^) contient dans son écriture 
canonique le monôme (^)" ^yn _ 

Démonstration. — On remplace dans les formules ljl.'^.4|l de définition des polynômes 
j7'(")^^^(n) _ggiQjj igg çg^g ^ impair et n pair- les polynômes (k e N) de 

K\X,Y\ par leurs expressions en fonction des polynômes P^ (k S N) de Les 
degrés et les coefficients dominants de ces derniers étant connus, il suffit d'utiliser 
le lemme ITilSI nour avoir toutes les assertions du corollaire 11 ^191 ■ 

b)-Estimations des hauteurs locales et de la hauteur de Gauss-Weil : 

Les estimations arithmétiques des polynômes de K'\X\ ou de i4r[X, F], utilisent 
dans le cas fini la hauteur w-adique Fl„ alors que dans le cas infini nous prenons 
la longueur w-adique L^, qui est plus facile à gérer pour ce cas et qui entraîne 
une estimation pour puisque on a : < Ly. Le lemme suivant donne des 
estimations pour les hauteurs u-adique (resp longueurs w-adique) des polynômes 
An, Bn et C„ (n e N*) en fonction de M„ et de n quand v est une place finie (resp 
infinie). 
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Lemme 13.10 Soit v une place de K . Pour tout n € N* on a 
• quand v est infinie : 



et max{L4Bn),Ly{Cn)) < mJ 



quand v est finie et v \ 2 



et max(iî„(B„),iï„(a»)) < ^mJ^ 



• et quand v est finie et v \ 2 : 



et ma.x{H^{B„),H^{Cn)) 



HMn) < MJ 



— 1 

2 1 



fi-1 1 



Démonstration. — Les estimations des hauteurs u-adiques (resp des longueurs v- 
adiques) des polynômes An {n > 1) de K\Y] quand v est finie (resp quand v est 
infinie) s'obtiennent par un procédé de récurrence sur n en utilisant la relation : 
A„+3 = ig2^n+i + |(^^ + gz)An {u € N) donnée par 1113. 7|l . Ensuite, pour en 
déduire les estimations analogues concernant les polynômes B„ et C„ (n > 1), il 
suffit d'utiliser les deux relations : i3„ = A„+i et C„ — jiY"^ + .g3)A„_i (n > 1) 
données par 1113. et lemme s'ensuit. ■ 

Comme conséquence du lemme 113.101 le lemme qui suit donne -lorsque P est 
un polynôme de K\Y] et v une place finie (resp infinie) de K- une estimation 
pour la hauteur w-adique (resp la longueur w-adique) de sa réduction T(P) modulo 
l'équation affine de E, en fonction de sa hauteur w-adique (resp de sa longueur 
w-adique), de son degré et de My. 

Lemme 13.11 Soit v une place de K , pour tout polynôme P de K[X] de degré 
n> 1, sa réduction T{P) modulo l'équation affine de E satisfait : 

• quand v est infinie : 

Lv{T{P)) < 3L,{P)mJ^\ 

• quand v est finie et v \ 2 : 

Hv{T{P)) < i/,(F)(4A/„)['^l 

• et quand v est finie et v \ 2 : 

H„{T{P)) < H,{P)mJ'^1 
Démonstration. — Ecrivons : 

n 

P{X) =:Y,a,X' (a„y^O), 

i=0 
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d'où 

n 

T{P) = 5]a,T(X^) 

n 

i=0 
n 

et d'après les propriétés des longueurs et des hauteurs locales : 

• quand v est infinie : 

Lv{T{P)) < L„{P). max {L,{A,) + L,{B,) + L,{C^)) 

0<i<n 

• et quand v est finie : 

Hv{T{P)) < H,{P). max (max{iî„(A,), • 

0<i<n 

Il ne reste qu'à appliquer le lemme [13 . 1 01 non r conclure. ■ 

Comme application du lemme ll^lllL le lemme qui suit estime les hauteurs v- 
adiques (resp les longueurs v- adiques) des réductions T{F„^'^^),T{f}"^) et T{Éj"^) 
des polynômes Fq"'\fI^"''' et i^^""* {n G N), modulo l'équation afHne de E, quand v 
est une place finie (resp infinie). 

Lemme 13.12 Soit v une place de K , pour tout n gW on a : 

• quand v est infinie : 



max 



3n^ -3 



< 



3.{2Mv) ^ si n est impair 

3n^ -2 

6.(2Afi,) ^ si n est pair 



• quand v est finie et v \ 2 : 

31^^ -3 

{4:My) 2 si n est impair 



< 



{AMy) 2 si n est pair 



• et quand v est finie et v \ 2 : 

max{iî. [T{Ft^)) , Hy {t{F,^''^)) ,Hy (tIF^'")))} 

< 



3ti^-3 

My 2 12 impair 

371^ -2 

My 2 Ji ggf; pdij. 



Démonstration. — Pour n — 1,2,3 on vérifie les estimations du lemme directe- 
ment sur les formules de T {Fq'^^ ) , T {F-l^"'^ ) et T(i^*-"'') (données à la fin de ce sous- 
chapitre) et pour n > 4, on remplace dans les formules de définition H13.4|l des 
^ pi^i) _ggiQjj ig cas n impair ou n pair- les polynômes Qm (w G N) de 

K[X, Y] par leurs expressions en fonction des polynômes Pm (m e N). Les hauteurs 
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u-adiques (resp longueurs i^-adiques) des P,„ (m e N) étant estimées dans le corol- 
laire ll3.5l nua,nd v est une place finie (resp infinie), les degrés des Pm {m G N) étant 
aussi connus, l'application du lemmeE^l permet alors de conclure. ■ 



Enfin étant donné un entier n > 1, nous tirons du lemme IÏ3.12I une estimation 
pour la hauteur de Gauss-Weil de la famille des polynômes T(i^^"^), r(i^'^"-') et 
T(i^*-"^) réduits des polynômes i^''"'' , i^^"'' et É^"'^ respectivement, modulo l'équation 
affine de E. Cette estimation dépend de n et de rj. 

Corollaire 13.13 Pour tout entier n> 1 on a : 



/i(T(Fo(")),T(^i(")),T(i^2^"))) <^(^ + 3) 



n2. 



Démonstration. — Il suffit d'utiliser la définition de la hauteur de Gauss-Weil 
d'une famille finie de polynômes : 



/i(T(Fo("^),r(F/"^),T(i^2^" 
[K 



de majorer dans le cas v infinie par Ly et d'utiliser les estimation du lemme 

113.121 en remarquant qu'on a : ^ ■ ^^-l = ^i^^^ ' 'Q^'l = i^^ ■ *Q] 

= rj. Nous avons ainsi : 

(n)\ rp(f.(n)-. rp(f.(n).\ , J ^"o^^ (?7 + logS) + log 3 si n cst impair 



3n -2 



(77 + log 8) + log 6 si n est pair 



<^(r/ + 3)n2 (Vn>l). 



Ceci démontre l'estimation du corollaire. 



Démonstration du théorème 113.31 : 

Soit n un entier > 1, les polynômes de K[X,Y] : T(Fo^"^), r(F/"^) et T{É}''^) 
réduits des polynômes i^/"^ et F^^^ respectivement, modulo l'équation affine 
de E, sont -d'après le corollaire I13.9t de degré total < n^. Prenons respectivement 
pour et f'i"^ leurs homo généisés en des formes de K[X, Y, Z] de degré 

n^, c'est-à-dire posons : 

Ft\x,Y,Z) := Z"^T(i^„(")) , |) , 

Fi-\X,Y,Z) := Z"^T(^/")) , |) 

et Ft\x,Y,Z) -.^ Z"^T(i^2*")) , |) . 

Posons aussi £(") := ^2^"^) la famille constituée de ces formes, il est clair 

que est une famille de formes de K[X,Y, Z] de degré chacune et pour tout 
point := {x : y : z) àe E '-^ P2, le point {^F^"^ (x, y, z) : F^^"* [x, y, z) : Fj"'' (x, y, z)j 
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représente dans P2 le point n.p de E sauf peut être quand p est le point à l'infini 
de E. Ceci résulte du lemme lT^^.fil et du fait que les polynômes r(Fo^"^), T(f/"^) et 
T(i^*-"'') sont équivalent modulo l'équation afHne de E, aux polynômes Fq^\ i^*-""* et 
i^''"'' respectivement. Montrons maintenant que même lorsque p := {x : y : z) est le 
point à l'infini := (0 : 1 : 0) de E, le point projectif (^Fq"\x, y, z) : F^"'\x, y, z) : 

i^2"''(x, y, z) ) est bien défini et représente toujours dans P2 le point n.p de E. 



Comme n.O = 0, cela revient simplement à montrer qu'on a : i^g"^ (0,1,0) — 
^2^"^ (0,1,0) = et ^2^"^ (0,1,0) ^ 0, or ceci résulte immédiatement du corollaire 
113.91 En effet d'après ce dernier les deux polynômes T{Fq"'^) et r(i^^"'') sont de 
degré total < n'^ et de degré partiel en Y strictement inférieur à n^. Donc leurs 
homogénéisés Fq"^ et ^2"'' ne contiennent -dans leurs écritures canoniques- que 
des monômes de K[X,Y,Z] dont l'un au moins des degrés en X ou en Z est 
non nul, ce qui entraîne qu'on a bien : Fg"^ (0,1,0) = Fj"^ (0,1,0) = 0. Quant à 
T{f}^^), il est de degré total égal à son degré partiel en Y et égal à n^, de plus 
il contient -dans son écriture canonique- le monôme (^)" ^Y" , par conséquent 
son homogénéisé fI"-* ne contient -dans son écriture canonique- que le monôme 
(^)" ^Y"- et d'autre monômes de K[X, Y, Z] dont l'un au moins des degrés en X 
ou en Z est non nul, ce qui montre bien qu'on a : F^"\o, 1,0) = (^)" ^ 7^ 0, d'où : 
(Fo'"^(0) : F^''\0) : F^''\o)) = (0 : 1 : 0) = 0. On vient de montrer que la famille 
de formes F^"^ = (^0"^ : ^1"^ j -^2"^ ) représente globalement la multiplication par n 
d'un point de F ^ P2. Par ailleurs, la hauteur de Gauss-Weil de la famille de formes 
F'"^ est évidemment la même que celle des déshomogénéisés T(Fg'"'),T(F/"^) et 
T(i^*-"^) qu'on a majoré avant dans le corollaire 1 1 3 . 1 31 nar |(?7 + 3)ri^. Ceci conclut 
la démonstration du théorème. 

Avant de conclure ce sous-chapitre, donnons explicitement les formes constituant 
les deux familles F'^' et F'^^ ; cela nous donne ainsi des formules de duplication 
et de triplication sur F. Pour aboutir à ces formules on a besoin seulement des 
polynômes Qi {i = 0, 1, ... ,4) qui sont donnés tout au début de ce sous-chapitre 
et du polynôme Q5 qui est égal à Q4Q2 ~ Q1Q3 d'après les relations 1113. 2|l . Grâce 
au formules de définition 1113.411 . on calcule les polynômes de Fr[X, F] : Fq"'\Fi^'' 
et F2 pour n = 2 et n = 3, on les réduit ensuite modulo l'équation affine de F 
par l'application de la réduction T définie à la page 83 et on homogénéise enfin les 
polynômes réduits obtenus T(fJ"^), r(F/"^) et T(F2^"^) pour n = 2 et n = 3. Voilà 
ce qu'on obtient en faisant tout ces calculs : 

• Formules de duplication sur F : 

On peut représenter globalement la duplication sur F par les formes suivantes : 

F„(') {X, Y,Z) := ^XY' + \g2X^Y Z + -^g^XYZ^ + ^qIYZ^ 
Ff )(X, Y, Z) := \y^ ^g^XY'Z ^g^Y^Z^ -/^X'^Z'^ 
^^Ig.g.XZ^-'^glz' + yiz' 



F^^\X,Y,Z) := Y^Z. 
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• Formules de triplication sur E : 

On peut représenter globalement la triplication sur E par les formes suivantes : 

i^d'^ (X, y, Z) := —XY^ + —g^X^Y^Z + -g^XY^Z^ + ^glY^Z^ 

/405 ,2 37 (5 729 A o /729 . 
- (256^^^^ + 4096^^ + W/^) - iï28^^^^ 

+ YÔ24^3^2 jX Z - (^^32 + 1024^2^3 j ^ 

/1215 2 3 95X9 
-(,1024^^^3+ 1024^^ 



Ff ) iX, Y, Z) := —Y'- -Lg^XY'z - -gsY^Z^ - —gU^Y^'Z^ 
^ ^ ' ' ' 256 128^ 32^ 256^^ 

-'-^9.gsXY^Z^-(^gl+'-^gl]Y^Z^ 
128^^ V256^^ 128 

-'-^ghsX^Y^Z^ - (^gl + '-^g^gÙ XY^Z^ 
128^^^ V 1024^^ 128^^3/ 

/423 3 , 243 3\ 3 6 (^3645 2 o 

oA X^YZ' f^^^\*o + 2^^^ oA XYZ' 

- 6 2187 4 81 3 2\ y^s 

1 4096^^ 256 3 64 ^^^3y 



243 2 ,,o,.o^, / 63 4 243 rir.fi 

+ gh^X^Y^Z^ + fl| + 0203 XY^Z^ 

128^^^ V 1024^2 128^^^^ 

-^9353^2^7 _ ( ]^glgl + -^gl) X'Z' 
256'^^^ V 256 ^^^3 1024^V 

729 3 513 4 \ ,,^0 / 1 fi 

92g? H g933 - 52 

128-^^ 1024-^^^ y V4096^^ 

27 3 2 729 4\ ^9 
+ 64^^^3+ 256^3^- 
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13.3 Une valeur admissible pour la constante de comparaison 
entre hauteur projective et hauteur de Néron- Tate sur 
E : 

Pour tout point p G E{K), désignons par h{p) la hauteur logarithmique absolue 
de p (voir §2) et par h{p) la hauteur normalisée (ou de Néron- Tate) de p qui est 
définie par : 

h(p) := hm ^ — . 

On a le théorème suivant : 

Théorème 13.14 Pour tout point p G E{K) on a : 

< h{p)-h{p) < ^77 + 8. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate du lemme 3.4 de [Dal]. En 
effet, on majore simplement la constante h := max{l, h{l : g2 : gs)} introduite dans 
cette référence par h{l : 52 : 93) + 1, puis on majore les constantes numériques 
51og2+ I et 81og2 + 4 par 5 et 8 respectivement et le théorème 1 1 3 . 141 en découle. 



14 Appendice 

Dans ce paragraphe nous démontrons les quelques lemmes élémentaires utilisés 
depuis le §7. 

Lemme 14.1 (G. Rémond) Soient ci un réel > 1 et r un entier > 1. L'espace 
euclidien W peut être recouvert par un nombre < [(1 + y^Scï)'"] de cônes de sommet 
et d'angle arccos(l — ^) chacun. 

Démonstration. — Durant toute cette démonstration, quand x et y sont deux 
points de W , on note {x,y) le réel appartenant à l'intervalle ] — tt, tt] représentant 
l'angle (Ox, Oy) en radians. Comme tout point de s'obtient par une homothétie de 
centre d'un point de la sphère unité S := S{0, 1) alors : recouvrir l'espace euclidien 
W par des cônes de sommet et d'angle arccos(l — ^) revient à recouvrir S par 
de tels (mêmes) cônes. Pour faire cela en ayant une estimation du nombre de cônes 
du recouvrement, on se base sur le fait suivant : « Va; S S* et V(/? s]0, ^[ le sous- 
ensemble B(x,2sinip) n S de R'' est contenu dans un certain cône de centre et 
d'angle iip ». Montrons d'abord ce fait : soient yi et y2 deux points quelconques de 
B{x,2sin(p) n 5, on a d'une part : 

\yi - = \v%f + \xf - 2|yî|.|x|.cos(a;,yj) 
= 2 — 2cos(a;,î/i) i — 1,2 

et d'autre part : 

IVi x\ < 2 sinip \yi — x\^ < Asin^ip i = 1,2 

d'où on déduit : 

2 — 2 cos {x, yi) < 4sin^(p i = 1,2 

i.e cos(x,yi) > 1 — 2sin^i^ = cos2iy9 i — 1,2 

d'où \{x,y^)\<2ip i^l,2. 



78 



Ainsi 

1(2/1,2/2)1 < + 2/2)1 < 2^ + 2(^ = 4^, 

or ceci est vrai pour tout couple de points (2/1,2/2) <= {B{x,2sm(p) D S)^ ce qui 
montre qu'effectivement le sous-ensemble B{x,2siii(p) n S' de M*" est contenu dans 
un certain cône de centre et d'angle 4i^. 

Posons maintenant (p := |arccos(l — ■^), d'après le fait ci-dessus le problème re- 
vient à recouvrir la sphère unité S par un nombre fini de boules ouvertes de rayon 
2sin(p chacune et dont les centres appartiennent à S, en ayant une estimation du 
nombre de boules de ce recouvrement (qui est aussi le nombre de cônes du recou- 
vrement déduit par le fait précédent). Mais, il suffit d'appliquer le lemme ?? pour 
S avec p remplacé par 1 et 7 par j^Tip ' montre que S peut être recouverte 

par un nombre < [(^j^ + 1)*^] de petites boules de rayon 2 sin (f chacune et dont les 
centres ont dans S. Par conséquent, en remontant le raisonnement, est recouvert 
par un nombre < [( jjj^ + 1)'"] de cônes de sommet et d'angle = arccos (1 — ^) 
chacun. Il nous reste à vérifier que ^jj-^ -|- 1 < 1 -|- \/8ci. On a par définition de (p : 

1 2 
1 = cos4c9 = 2cos^2c9 - 1 = 2(l - 2sin^<z)) - 1 

Cl 

d'où on tire : 




d'où -r^^ h 1 < 1 -|- VScî ce qui achève la preuve. ■ 

sm(p 

Lemme 14.2 Soient Xi, X2,Yi etY^ des réels strictement positifs, (a, 6) un couple 
de réels positifs différent de (0,0) et k un réel > 1. Supposons qu'on ait : 

—a < Yi — Xi < b pour i= 1,2. 

Alors, la double inégalité : 

kY2 - X2 - Y2 



est satisfaite dès que : 



ou des que : 



ak + b 

Xi> — — pour i = 1,2 



Yi > pour 1 = 1,2. 

k — 1 



Démonstration. — • Supposons qu'on a : > ^^zr > ^ pour i = 1,2. Des 
inégalités : 

-a<Yi-Xi<b (i = l,2) 
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Xi-a Yi Xi+h 
vient : — < — < 



Comme on a 



X2-a- X2 V - 1 / V fc - 1 y - (fc - 1)2 ' 



x2 + b - kX2 V fc-i/V fc-iy-(fc-i)2 

et que les deux inégalités de droite sont satisfaites, puisqu'on a supposé que Xi > 
pour z = 1, 2, on a bien : 

Xi+b ^X, Xi-a ^IXi 

< k — et > 

X2-a- X2 X2 + b - kX2 



d'où 



puis : 



1^ ^ Xi 

kX2- X2 + b 



a Yi Xi 
- < — < — 
Y2 X2 



±<k^ 
a - X2 



kY2- X2- Y2 



ce qui démontre le premier cas du lemme [l4.2l 

• Le deuxième cas du lemme [T4.2l suit simplement du premier cas en permutant Xi 
avec Yi, X2 avec I2 et a avec b. La démonstration est achevée. ■ 

Lemme 14.3 Soit E une courbe elliptique plongée dans P2 à la Weierstrass, définie 
sur un corps de nombres K , d'équation projective : 

Y^Z = AX^ — g2X ~ g^Z^ (32,53 G K) et soit m >2 un entier positif , xi, . . . ,Xm 
des points de E satisfaisant les hypothèses Hi du §7. Posons pour î = 1, . . . , m : 



X77 



Alors, pour tout i,j dans {1, . . . , m}, on a 



1 fe(x,) 
1 



< 



/l(Xj) 



< V2 



-ajh{xj) < afh{xi) < 2ajh{xj). 



(14.1) 
(14.2) 
(14.3) 



Démonstration. — Remarquons d'abord que les trois doubles inégalités H14.1II . 
1114. 2|l et 1114. 3|l sont symétriques par rapport h i et j et qu'elles sont triviales 
lorsque i = j. Donc, on peut supposer -sans restreindre la généralité- qu'on a 1 < 
i < j < m. En tenant compte de cette hypothèse, commenccons par démontrer la 
double inégalité Ijl4.1ll . Pour cela on distingue les deux cas suivants : 
• l^^xas : (si j = m) Dans ce premier cas, on appHque le lemme [TT2I avec : Xi = ai, 
X2 = Yi — Y2 = ^-^j, a = 0,b=letk = \/2. Les hypothèses du lemme [T4.2I sont 
clairement vérifiées, par conséquent -d'après le deuxième cas de ce dernier- on a : 



< n 



(14.4) 



dès que : 



> 



V2- 



= 6,29. 
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Or, cette dernière inégalité est bien vérifiée puisqu'on a, d'après les hypothèses Hi 



> ,'"'"'', > 7 (carz< j-Km-1). 
I X, I - I Xm-i \ - 

Donc, la double inégalité Ijl4.4|l est établie (pour ce premier cas). Il suffit d'en 
prendre les carrés des trois termes et de remarquer que aj = a„i = 1 pour en 
déduire la double inégalité Ijl4.1ll dans ce premier cas. 

• 2^™^cas : (si j < m — 1) Dans ce deuxième cas, on applique le lemme [TT2l avec : 
Xi — ai, X2 — aj, Yi = ■'j^, Y2 — ^-^j, a — 0, b=letk — \/2. Les hypothèses 
du lemme [T4. 21 se vérifient très facilement, par conséquent -d'après le deuxième cas 
de ce dernier- on a : 

1 I X,- I a,- X,- I , , 



dès que : 



c'est-à-dire dès que : 



>-i^=6,29. 



1 

Or, cette dernière est bien vérifiée puisqu'on a, d'après les hypothèses Hi : 

I Xm I ^ I X„i I . 

->- ->7 (carj<TO-l). 

\Xj \ I X„i_l I 

Donc, la double inégalité (114.511 est établie (pour ce deuxième cas). Il ne reste qu'à 
prendre les carrés des trois termes de cette dernière pour aboutir à la double inégalité 
1114. l|l dans ce deuxième cas. En conclusion la double inégalité 1114. l|l est vraie pour 
tout i,j dans {1, . . . ,m}. 

Montrons maintenant la double inégalité (114. 2|l . Pour cela on applique le lemme 
EUavec : Xi =h{yi^), X2 ^h{^j), Yi = h{x.^), Y2 = h{xj), a = fr/ -|- 5, 5 = fry -h 8 
et fc = V2. Le théorème 113. 141 montre ainsi que les hypothèses du lemme [T4. 21 sont 
bien vérifiées, donc d'après le premier cas de ce dernier, la double inégalité (114. 2|l 
est satisfaite dès que : 



min ^/i(xi), h{xj 
c'est-à-dire dès que : 



> 



V2-I 



hix,) > (^i+^Vij r/+ 18 + 13\/2 = 6, 18. ..77 + 36,38. ... 

Or, cette dernière est bien satisfaite puisque, d'après les hypothèses Hi, on a même : 
h(jx.i) > ft.(xi) > 777 + 37. Ce qui démontre la double inégalité (jl4.2|l pour tout i,j 
dans {1, . . . , m}. 

Finalement, nous remarquons que la double inégalité l|14.2|l (qu'on vient de démon- 
trer) est équivalente à la double inégalité : 

\/2/i(xj) h{xi) ^(xj) 

Le produit membre à membre de cette dernière avec l|14.1|l (déjà démontrée ci- 
dessus) nous amène à l'inégalité H14.3(l et achève cette démonstration. ■ 
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Lemme 14.4 Sous les hypothèse du lemme \Ï4-3\ on a : 

1) Vie {l,...,m-l} : ar>^, 

2) Vi G {1, . . . , m} : a» > 7™^* > 7(m - i), 

3) Vi G {2, . . . , m} : ai-i > lai, 

4) + • • • + < (1 + l/48)a2 ei 

5) m - 1 < (1 + l/48)aa2. 

Démonstration. — • Démontrons 1) : soit i € {1, . . . , m— 1}. On a. : ai :— [-^^pp] > 
■l^j — 1. Comme d'après les hypothèses Hi on a : ^-j^ > + 1, c'est-à-dire : 
■Ij^j- — 1 > alors ai > Ce qui démontre 1) du lemme [T4.4I 

• Démontrons 2) : soit i £ {1, . . . ,m}. D'après l'hypothèse Hi, affirmant : « Vj G 
{2, . . . ,m}, I |> 7 I I », on a I |> 7""* | |, c'est-à-dire : ^ > 7"-'. 
En prenant les parties entières pour cette dernière inégalité on a finalement ai > 
7™"'. Par ailleurs la minoration : 7™-* > 7(771 — i) est claire. D'où s'ensuit 2) du 
lemme 114.41 

• Démontrons 3) : Soit i G {2, . . . ,m}. D'après l'hypothèse Hi on a : | Xi |> 7 | 

I ; d'où i^f^Ji > 7-'^Pp > 7[^j^] = 7ai. En prenant les parties entières des deux 

membres de l'inégalité > 7ai on a finalement : a^-i > 7»^ ce qui démontre 3) 

du lemme [T4.4I 

• Démontrons 4) : d'après 3) -qu'on vient de démontrer- on a : 

ai > 7a2 > T^as > ■ ■ ■> 7'^^a^ > ■ ■ ■> T'^'^am 

donc : 

^? + ---+«™^(i + è + i + --- + 49^)"^^(^ + è 

ce qui démontre 4) du lemme [T4.4I 

• Démontrons 5) : d'après 1) -déjà démontré- on a pour tout i dans {1, . . . , m — 1} 
l'inégalité 1 < aa? d'où : 



E 1 ^ E 



E-^ 

i=l i=l 

c'est-à-dire : m — 1 < a (ai -|- • • • -I- Um-i) ■ 

comme af + ■ ■ ■ + a^_i < af + ■ ■ ■ + < (1 -I- l/48)ai d'après 4) -qu'on vient de 
démontrer- on en déduit finalement qu'on a m — 1 < (l + l/48)aa? ce qui démontre 
5) du lemme et achève cette démonstration. ■ 

Lemme 14.5 Sous les hypothèses du lemme\Ï4-3[on a, pour touti G {l,...,m— 1} ; 



h{aiy.i - x„i) < a (^alh{xi) + /i(x,„)^ . 
Démonstration. — Pour tout i G {1, . . . , m — 1} on écrit : 

|ajXj-x„i|^ = a^|Xî 1^ + |x„J^ - 2aj < Xj,x,„ > 

= {ai |xi I - |x,„ 1)^ + 2ai (jx; | . |x™ | - < Xj,x™ >) 

< \xi\ +2ai- I Xil . |x,„| 

< |xi I + —ai \ xi \ . |x,„ I 

|xm|^ ai(ai -f-l) 2 
- ^ + " 2 



< 



(a||x, 



|2 
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où, pour l'obtention de cette série d'inégalités, on a utilisé : la première inégalité de 



l'hypothèse Hi qui entraîne | x.^ 



<C X.j , > ^ . I Xj 



entraîne — 1 < a,; < -l^^ ; l'assertion 1) du lemme imi nui entraîne : ^ < a 
et enfin la majoration triviale °'^°^+^) < a'^_ Ceci achève cette démonstration. ■ 

Avant de passer aux autres lemmes, il est intéressant de remarquer que le lemme 
I14.3l est vrai même si on se restreint seulement aux troisième et quatrième inégalités 
de l'hypothèse Hi. Le lemme ITl^ est vrai même si on se restreint seulement aux 
deuxième et troisième inégalités de l'hypothèse Hi et le lemme ITTfil reste valable 
même si on se restreint seulement aux première et deuxième inégalités de l'hypothèse 
Hi. 

Le lemme qui suit est utilisé dans le §6 pour affirmer : card(T5) = {l+o{ô))vo\{Ts) . 



Lemme 14.6 Soient ô un entier positif, ri, ... ,rn (n G N*) des entiers strictement 
positifs et T un entier positif satisfaisant : 



T < 



1 



1 



Alors, l'ensemble : 



C 



{ai 



est de cardinal encadré par 

'ô + r 



.,a„)eN7^ + 

ri 



< card(C) < ri 



< ô 



Ô + n 



Démonstration. — L'idée consiste à encadrer C (au sens de l'inclusion) par deux 
ensembles de cardinaux faciles à calculer. Les deux ensembles dont il s'agit ici sont 
du type de la famille d'ensembles Cr (R G N) définis par : 



Ce 



(ai,...,a„)eN'V 



ri 



<R>, 



où [.] désigne la partie entière. On a ainsi la double inclusion : 

Cs-n+T C C C Cs. 

En effet, l'inclusion C C Cs est immédiate et l'inclusion Cs-n+T C C s'obtient 
en remarquant que pour tout rationnel positif p/g (p € N, g G N*) on a : p/q < 
[p/q] + l — l/q. La double inclusion précédente entraîne pour card(C) l'encadrement : 



card(C5_„+T) < card(C) < card(C5). 



(14.6) 



Par ailleurs, nous affirmons que pour tout entier positif R, le cardinal de l'ensemble 
Cr vaut exactement : 

Afn \ (R + T1> 

card(Oiî) = ri . . . r„ 

\ n 

En effet, un élément (ai, . . . ,Q!„) de Cr est forcément une solution d'un système : 




(S) 
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pour un certain (xi, . . . , Xn) € N" satisfaisant : xi + - ■ ■+Xn < R- Comme l'ensemble 
des {xi, . . . ,Xn) de N" satisfaisant xi + • • • + x„ < iî est de cardinal exactement 
(^n") "î^^ pour un tel point {xi, . . . , Xn), l'ensemble des solutions du système (S) 
est exactement ri . . . r„ (car ces solutions sont : (rixi + ii, . . . , r„a;„ + in)/ — *i — 
ri — 1, . . . , < i„ < r„ — 1, et sont donc au nombre de ri . . . r„) alors le cardinal de 
Cr est effectivement n . . . r„ {^'^") ■ En particulier : 

card(C5_„+T ) = ri . . . r„ et card(C5 ) =ri. . .r, 



ni \ n 



Ce qui conclut, d'après H14.6II . cette démonstration. ■ 

Remarque 14.7 Lorsque ri = • • • = r„ = 1, on peut prendre T — n et dans ce cas 
le Iemme \l4-(A précis et on retrouve le fait que card{(ai, . . . , Q!„) G N"/ ai + 
••• + «„ <^}- ('+") V^eN. 

Lemme 14.8 Soient E la courbe elliptique du §2, x un point de E{K) représenté 
dans P2 par le système de coordonnées projectives x — (x, 1, z) G K'^ , v une place 
de K et e un réel strictement positif. Supposons qu 'on a : 

dist^{x,0) < e~2m.-c„^ 

alors on a : 
• si V est finie : 

max(|x|^,|z|J < min j 1,-^,-^1 et | A(x) |^ = 1 



et si V est infinie 



max(|x|„,|z|J < e-^Snin 1,| -,- -\ , | Afe) |, > 

i \ 92 \y \ 93 \y ) \^ 

et pour tout entier positif d : 

|Q|=d 

Démonstration. — D'après la propriété ii) du §2 pour la distance dist„, l'hy- 
pothèse (*) entraîne qu'on a : 

dist„(x, 0) = max(| a; |„, I z |„) 

et par conséquent on a : 

max(|x|„,|z|J < 

Cette inégalité entraîne bien les estimations du lemme ITTsl concernant la quantité 
max(| a; 1^, I 2 |J puisqu'on a : e-^™" = M^-^ < M„-i = min{l, 1/| |„, 1/| 53 |J. 
Démontrons maintenant -en distinguant les deux cas finie" et "u infinie"- l'asser- 
tion du lemme [T4.8I pour | A(x) |^. On a A(a;) = Sgaz^ + 2g2xz + 1. 

l^'-cas (si V est finie) : 
Dans ce cas on a : 

|A(x)|„ < max (1, 1 3(73^' + 252a;z |„) , 
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où cette dernière inégalité devient une égalité lorsque | 8532^ + 2g2xz |^ < 1. Or, 
c'est bien le cas dans notre situation. En effet, on a : 

\3g3Z^ + 2g2xz \^ = \ z \^.\ Sgsz + 2g2X \^ 

< I 3g3Z + 2g2X l (car \ z l < l) 

puis : 

I 3^32^ + 2^22:2 \y < max (I |„, I 252a; |„) 

< max(| 53 |^.| z 1^, I 52 L-l a; IJ 

< 1 ( car I z L, < ■; — et 1 x L, < 



53 L "1 92 L 

D'où : I A(x) 1^ = 1. 

2ieme^g^g ^ infinie) : 
Pour ce deuxième cas on a : 

|A(ai)|„ > l-\3g3z^ + 2g2xzl. 

Or : 

iSgaz"^ + 2g2xz \^ = \ z \^.\ Sgsz + 2g2X \^ 

< \zl-iS\93Uzl + 2\g2Uxl) 

< 56-32 

D'où alors : 1 A{x) I > 

vë __ 

Finalement, pour achever la démonstration du lemme 114.81 il ne reste qu'à vérifier 

que dans ce deuxième cas {v infinie), pour tout entier positif d on a J2\a\=d I ^~ L — 
e. En effet, on a pour tout d G N : 

J2 \^~\v = \^\7\z\7 (avec (ao,ai,a2) := a) 

00 00 

< E E i^ci^c 

Qo=0 Q2=0 



< 



< 



Ei-d El 

1 1 



2 

< ( -— ^ I (car \x\< et 1 z 1 . < e-^^) 



1 - e- 
< e. 

La démonstration du lemme ITTsl est ainsi complète. 
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Lemme 14.9 Soit a un réel positif > oq :— 15788 et f une fonction réelle sur 
[2, +oo[ définie par : 

f{x) (2904a;)^a^. 
Alors f atteint son minimum en un point unique ^ = Ç(a) vérifiant l'encadrement : 

1 < e < 



2 log a 

log a 



De plus en désignant par niQ l'entier positif : 



2 log a 

log a 



og log a 



1. 



16 



mo 



2 log a 



log log a — log log log a + 16 
où [.] désigne la partie entière (mo minimise donc «presque »la fonction f), on a 

1 I 183 

Démonstration. — Minimiser / revient à minimiser son logarithme népérien : 



■log a. 



gix) -.^ log f{x) = a;(log x + log 2904) 



Etudions les variations de 5 : On a Vx G [2, +(X)[ : g'{x) = log a;+l+log 2904--^^^. 
Il est clair que g' est strictement croissante sur [2,+cx)[ et, puisque on a : g' {2) = 
log 2 + 1 + log 2904 - loga = log (^^) < et lim^j^+oo g'{x) = +00, alors, d'après 
le théorème de la bijection, g' réaHse une bijection de [2, +(X)[ sur [g' {2), +oo[. D'où 
l'existence d'un unique ^ € [2, +oo[ tel que g'{£) = 0. De plus, g' est strictement 
négative sur [2,Ç[ et elle est strictement positive sur ]^,+oo[. Ce qui entraîne que 
la fonction g est strictement décroissante sur [2,Ç] et elle est strictement croissante 
sur +00 [, par conséquent g atteint son minimum en Ç et il en est de même pour 
/ puisque / —: exp(g). Démontrer l'encadrement du lemme [Ï4.9I pour ^ revient, 
d'après cette étude, à démontrer les deux inégalités : 



2 log a 



log log a — log log log a + 21 



1 < 



et 



2 log a 



log log a — log log log a + 16 
Commenccons par démontrer la première, on a : 



1 > 0. 



86 



\ Y log log a — log log log a + 21 



log 



/ 21oga \ 

/ — — ^- — - + 1 + 1 + log 2904 

log log a — log log log a + 21 I 

log log a — log log log a + 21 



< lOÊ 



/ 2 log g 

log log a — log log log a + 21 



+ 



/logloga-loglogloga + 21 ^ ^ ^ 
2 log a 

1 / loga \ 21 
:log 



2 ^Vlogloga/ 2 



11 1 
< - log 2 + - log log 01 — 2 log(log log a — log log log a + 21) 



+ 1 + log2904 - ^ + - logloglogg + 21 

2 y 2 log a 



1 loga 
- ôlog 



2 \ log log a 

< ilogf 

2 \ log log a — log log loga + 21 



+ 



/logloga-loglogloga + 21 ^ 1 j j 2904 - 1^ 
2 log a 2 2 



1 / \ /loglogao-logloglogao + 21 
^ âS^^J^V 



1 19 
+ -Iog2 + log2904- y 



< 0. 

L'avant dernière inégalité provient de : 
e22-l 



22 — log log a < log log a — log log loga + 21 

loglogao-logloglogao + 21 

< ] loga, 

logao 

qui se montre par une simple étude de fonctions (en a) en tenant compte du fait 
a > ao := 15788. La première inégalité est alors démontrée. 
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Montrons maintenant la deuxième inégalité, on a : 



,[ / 21oga 

l y log log a - log log log a + 16 



log f^fl ^1. + 1 + 1 + log 2904 

\ y log log a — log log log a + 16 / 

log log a — log log log a + 16 
2 



> losh/rn +l + log2904 

\ y log log a - log log log a + 16 / 

- ^ log log a + ^ log log log a ~ 8 

> ^ log 2 + i log log a - ^ log(log log a ~ log log log a + 16) 

— i log log a + ^ log log log a + log 2904 — 7 

> l^oJ— ,,, )+^log2 + log2904-7 

2 \ log log a — log log log a + 16/ 2 

> |log(-- '^^^ log 2 + log 2904 -7 

2 Vloglogao - logloglogao + 16/ 2 

> 0. 

L'avant dernière inégalité se montre en étudiant la fonction : 

log log a 

a ^—^ . 

log log a — log log log a + 16 

Ceci achève la démonstration de la deuxième inégalité et achève ainsi la démonstra- 
tion de la première partie du lemme. 

Montrons maintenant la deuxième partie du lemme [T4. 91 En posant : 



t 



2 log a 



y log log a — log log log a + 16 
on a TOo = [i + 2] (où [.] désigne la partie entière), d'où l'encadrement : 

t+1 < mo < t + 2 

pour l'entier mg. 

De a > ap on déduit, grâce à une simple étude de fonction, qu'on a : 



^ > / 21ogao ^ ^ 

y log log flo - log log log flo + 1 6 

Par ailleurs, la première partie du présent lemme (déjà démontrée) afHrme qu'on a 
t + 1 > Ç, ce qui entraîne qu'on a aussi toq > puis, d'après la croissance stricte 
de la fonction g', qu'on a g'(mo) > g'{^) — 0, c'est-à-dire : 

g'{mo) > 0. 

Pour majorer sans peine le réel positif g{mo), nous remarquons que la fonction g 
satisfait l'équation différentielle : 

x{x-l)y+y = a;^(loga; + 1 + log2904) - X. 
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On a ainsi 
g{mo) 



= mologmo + (1 + log2904)mo^ — mo — {mo — mo)g'(mo) 

< mo logmo + 9mo — mo (car g' {mo) > 0) 

< {t + 2)2 log {t + 2) + 9{t + 2)2 - (i + 2) (car mo < i + 2) 

2 

< (i^ +4É + 4)(logt+ -) +9^2 + 35i + 34 

< logi + 9t2 + 4i logi + 37t + 41ogi + 42 + ^ 

< f logi + 99t2 (en utilisant l'inégalité : log a; < -, Vx > 0). 

e 



En fonction de a, les calculs donnent 



avec 



f\ogt + 99f = log a 
log log a 



l + s(logs + log2 + 182). 



1 



log log a 



^2 log log a 



log log a — log log log a + 16 2 log a 

Or, une simple étude de fonction montre qu'on a : 



log log a 



= 17 



log log a — log log log a + 16 



< 



D'où : 

t'^ \ogt + 99t'^ < log a. 

< log a . 

Par conséquent : 



= 17 



e" - 1 
183 



log 



= 17 



= 17 



log 2 + 182 



1 



log log a 



log log a 



g{mo) < t'^ logt + 99t'^ < log a 



183 



log log a 



D'où finalement : /(mg) = expg{mo) < a ^losioga ^ ce qui achève la démonstration 
du lemme lïTâl ■ 



Corollaire 14.10 Soit R l'expression définie au §11, c'est-à-dire : 

R[m) ci(2904m)™a^ +C2m(2904m)'"a (m e N>2), 

avec Cl bbrj + 272 , C2 := + 2 < |^ et a :^ Sous l'hypothèse e < j^^, 
l'entier mo défini dans le lemme \I4-^ précédent minimise presque l'expression R et 
lui donne une valeur majorée par : 



R{mo) < 56{tj + 5)a^^^^^^ . 

Démonstration. — Le fait que mo minimise presque R est dû simplement au fait 
que TOo minimise presque l'expression f{m) := (2904m)'"a'"-i (d'après le lemme 
114.91 précédent) et au fait qu'on a ?7i(2904m)™a <C /(m) lorsque l'entier m est 
proche de toq (voir les calculs ci-dessous). 

Montrons maintenant la majoration du corollaire 1 1 4 . 1 fli nour R{mo). 
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Comme C2 < 1^, on a pour tout m > 2 : R^m) < ci/(m)(l + -^ma '"-i ), en 
particulier, pour l'entier toq on a : 

/ 1 i_ 

R{mo) < Cif{mo)n+—moa -"o-i 

D'une part, d'après le lemme lïXÔl nrécéd ent on a : 

l I 183 

/(mo) < a ^logiog" 

et d'autre part, en désignant par t le réel introduit dans la démonstration du lemme 
[ÏTÔl on a : 

moa"^^^^ < (t + 2)a"TTï < 

où dans cette double inégalité, l'inégalité de gauche sort de l'encadrement t + 1 < 
rriQ < t + 2 pour l'entier mo et l'inégalité de droite est équivalente à l'inégalité 
> log (t + 2) + 3 laquelle se démontre en utilisant des estimations du type 
de celles déjà utilisées dans la démonstration du lemme 114.91 en tenant compte 
seulement du fait a > ag. 

D'où: iî(mo) < cia^+THrib (l + e^VsS) 

, 1 I 183 

< (56r/ + 273)a^+i5?î5i^, 
et a fortiori : iî(mo) < 56(77 + 5)a^+i°gi°g" , ce qui achève cette démonstration. ■ 

Lemme 14.11 Soit a un réel > , r un entier > 1 et q la fonction réelle sur 
[2, +oo[ définie par : 



q{x) := ( x{x — l)(loga; + 9) + - log a. a: 



Alors, la valeur minimale de q sur [2,+cx)[ vérifie : 

16(log a)^a < min q{x) < 2(loga)^(logloga + 82)a. 

2:6(2, +oo[ 

De plus, la valeur de q en l'entier mi := [^^^ + 2] (où [.] désigne la partie entière) 
est majorée par : 

q{mi) < 2(loga)2(logloga + 82)a. 
Démonstration. — Il est clair qu'on a : 

Vx>2 q{x) > 9{x-lfa^, 

donc min q{x) > min 9{x — l)^a^-i . 

œ6[2,+oo[ 2;e[2,+oo[ 

Or, une simple étude de fonction montre que la fonction 9{x—l)'^a^^ (sur [2, +00 [) 
atteint sa valeur minimale au point x — ^^^^ + 1 et cette dernière vaut |e^(loga)^a > 
16(loga)^a ce qui entraîne qu'on a : 

min q(x) > 16(log a)^a. 

2;e[2,+oo[ 

Par ailleurs, l'entier mi := + 2] vérifie l'encadrement + 1< mi < ^-^^ + 2 
grâce auquel on obtient les deux majorations : 

2 / lo (2 \ ^ 

mi(mi — l)(logmi + 9) H — loga.mi < ( ) (logloga + 82) 

r \ 2 
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et a'"i-i < e a. 

Ce qui donne 'z(toi) := ^mi(mi — l)(logmi + 9) + - loga.TOi^a"i-i 

< — (loga)^(logloga + 82)a 

< 2(loga)2(logloga + 82)a. 

La démonstration du lemme 114.111 se termine par la remarque banale : 
min q{x) < q{mi) < 2(loga)^(logloga + 82)a. ■ 

a;e[2,+oo[ 

Corollaire 14.12 Soit m un entier > 2 (que nous prenons pour variable), r un 
entier > 1 (que nous prenons pour paramètre) , e un réel positif < e~^^^ (que nous 
prenons pour paramètre aussi) et S l'expression définie par : 

Sr,e{m) := 4e"5 [TO(m - l)(logm + 9) + m|log£|](499£~5^^^^ . 

Alors, S (en tant que fonction en m) atteint presque sa valeur minimale en l'entier 
Toi := [| I loge | +2] (où [.] désigne la partie entière) et la valeur de S en mi est 
majorée par : 

S{mi) < 2r2e-^|log£|^(logr + log|Ioge| +82)^99e-^ 

Démonstration. — La fonction q définie au lemme [T4. 1 11 s 'écrit pour a :— e^"^^^ 
(a vérifie bien a > puisque e < e^^l"^) : 

q(x) = {x{x - l)(logX + 9) + x|log£|) £^2("l) , 

Ainsi S{m) est un produit de q{m) avec une expression indépendante de m. En 
effet, on a : 

S{m) = Ae-^/'^(mYq{m). 

Il s'ensuit que S{nï) et q{m) atteignent leurs valeurs minimales au même point. Or, 
on sait, d'après le lemme 114. IIL que q{m) atteint presque sa valeur minimale en 



, :^ [l2|£ + 2] = [f|log£|+2] et que: 

q{mi) < 2(loga)^(logloga + 82)a 

< 2(^|loge|)'(log^+log|loge| +82)£-* 



< ( I log £ I f (log r + log I log £ | +82) £" 5 . 

Ainsi S {m) atteint aussi presque sa valeur minimale au même point mi :— [j \ loge | 
+2] et : 

S{mi) = 4e-^A99yq{mi) 

< 2r'^e'^i (| log£ |f (logr + log | log£ | +82)(499£"5 J . 

Ce qui termine cette démonstration. ■ 
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